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Groups, like humans, should be judged
by their actions.

unbekannter Author, wird oft dem
argentinischen Politiker Guillermo
Moreno zugeordnet

In der Darstellungstheorie endlicher Gruppen studiert man Gruppenwirkungen auf
Vektorraumen mittels invertierbarer linearer Transformationen. Anwendungen sind
sowohl intrinsischer, als auch extrinsischer Natur. Einerseits bietet sie Moglichkeiten
die zugrundeliegenden Gruppen zu untersuchen und ist beispielsweise ein zentraler
Bestandteil der Klassifikation endlicher einfacher Gruppen, siehe [Sol95]. Andererseits
erlaubt uns Darstellungstheorie, systematisch Symmetrien von Systemen auszunutzen
und erméglicht so Anwendungen in einer Vielzahl von inner- und aulermathematischen
Forschungsbereichen:

(i) In der Zahlentheorie werden unter anderem Darstellungen der absoluten Ga-
loisgruppe untersucht. Diese ist im Allgemeinen eine Gruppe unendlicher Kar-
dinalitat, die durch einer Familie endlicher Gruppen beschrieben werden kann.
Der Beweis des Satzes von Fermat durch Andrew Wiles beschiftigt sich mit
Darstellungen der absoluten Galoisgruppe der rationalen Zahlen, siehe [Wil95].

(ii) Ein zentraler Aspekt der Lie-Theorie ist das Studium der Darstellungen von
Lie-Gruppen und Lie-Algebren, [Hal15]. Obwohl es wichtige Uberschneidungen
mit der Darstellungstheorie endlicher Gruppen gibt, handelt es sich hierbei um
ein eigenstiandiges Themengebiet mit dafiir spezifischen Techniken. Zentrale
Objekte dieses Themenkomplexes sind Wurzelsysteme. Ihre Symmetrien wer-
den von Weyl-Gruppen beschrieben. Darstellungstheorie (endlicher) Gruppen
erlaubt es uns Weyl-Gruppen zu unterscheiden und zu bestimmen, welche von
ihnen endlich sind. Sie liefert so einen Bestandteil im Studium halbeinfacher
Lie-Algebren.

(iii) Die meisten endlichen einfachen Gruppen sind vom sogenannten Lie-Typ. Ihre
Darstellungstheorie ist ebenfalls ein interessantes Themengebiet [HumO06].

(iv) Die diskrete Fouriertransformation, die der harmonischen Analysis zugerechnet

werden kann, fufit auf Darstellungen der zyklischen Gruppe, [Dia88].

Dariiber hinaus findet man Anwendungen in der Chemie [Bis93], der Physik [? ] und auch
auflerhalb des naturwissenschaftlich-technischen Themenbereichs, wie zum Beispiel der
Anthropologie, [Mor03].

Eine mogliche Erklarung fur die Vielseitigkeit der Darstellungstheorie ist, dass Sie
zwei weit entwickelte mathematische Werkzeuge miteinander vereinigt: Die Gruppen-
theorie und die lineare Algebra. Im Verlauf dieses Semesters werden wir uns mit Dar-
stellungen von endlichen Gruppen iiber den komplexen Zahlen befassen und dabei
kennenlernen, wie deren Strukturen mittels algebraischer und geometrischer Argumente
analysiert werden konnen.

Literatur. Dieses Skript orientiert sich mafigeblich an den Vorlesungsnotizen “Group
Representation Theory” von Travis Schedler, [Sch21]. Weitere relevante Quellen sind
(i) “Linear Representations of Finite Groups” von Jean-Paul Serre, [Ser77],
(ii) “Representation theory. A first course” von William Fulton und Joe Harris, [FH91],
(iii) “Introduction to Representation Theory” von Pavel Etingof, [EGH " 09],



(iv) “A course in finite group representation theory” von Peter Webb, [Web16],
(v) “Character theory of finite groups” von I. Martin Isaacs, [[sa06],
(vi) “Representation theory of finite group” von Benjamin Steinberg, [Ste12].

Weiterfuhrende Inhalte sind auflerdem zu finden in:

(vii) “Modular representation theory of finite groups” von Caroline Lassueur, [Las23],
(viii) “Lectures on Modules and Rings” von T.Y. Lam, [Lam99]
(ix) “A first course in noncommutative rings” von T.Y. Lam, [Lam01],
(x) “Combinatorics of Coxeter groups” von Anders Bjorner und Francesco Brenti,
[BB05],
(xi) “Reflection groups and Coxeter groups” von James Humpfreys, [Hum90],
(xii) “Category theory in context” von Emily Riehl, [Rie17]
(xiii) “Tensor categories” von Pavel Etingof, Shlomo Gelaki, Dmitri Nikshych und
Viktor Ostrik, [EGNO15],
(xiv) “Introduction to Soergel bimodules” von Ben Elias, Shotaro Makisumi, Ulrich
Thiel und Geordie Wiliamson, [EMTW20],
(xv) “Purity, Spectra and localisation” von Mike Prest, [Pre09].
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1. Woche 01: Erste Beispiele von Darstellungen

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Die Definition einer Darstellung
(ii) Beispiele von Darstellungen
(iii) Einige Anwendungen der Darstellungstheorie

Es sei k ein Korper. Spéater werden wir k = C setzten und komplexe Darstellungen
betrachten. Dies wird uns signifikant mehr Werkzeuge zur Verfiigung stellen; sowohl
algebraische, resultierend aus der Tatsache, dass C ein algebraisch abgeschlossener Korper
der Charakteristik 0 ist, als auch geometrische, da wir beweisen werden, dass die einfachen
Darstellungen, gewissermafien die kleinsten Bestandteile der Darstellungstheorie, mit
einer Orthonormalbasis eines unitdren Vektorraums korrespondieren.

WIEDERHOLUNG. Eine Gruppe ist ein Tripel (G, -, e) bestehend aus einer Menge G,
einer Abbildung

——: GxG— G, (a,b) — a-b,

die wir die (Gruppen-)Multiplikation nennen, und einem Element e € G, das neutrales
Element heifit, sodass die folgenden Axiome gelten:
(i) Die Multiplikation ist assoziativ: (a-b)-c=a-(b-c)firalle a, b, c € G,
(ii) Die Multiplikation ist unital: a- e = a = e a fiir alle a € G.
(iii) Fir jedes a € G existiert ein inverses Element b € G,sodass a-b = e = b - a. Wir

—1 g

setzen a = a.

Eine Teilmenge H C G heifit Untergruppe, wenn e € H und a- b~ € H fiir alle
a,b € H. Jede Untergruppe ist selbst eine Gruppe. Man nennt die Untergruppe H C G
normal, wenn ghg™ € H fiir alle g € Gund h € H. Der Quotient G/H = {gH | g € G}
ist ein Gruppe falls H normal ist.

Die Ordnung von G ist ord(G) = |G|. Fur a € G schreiben wir ord(a) = ord({a)),
wobei <a> = NHce Untergruppe,aGHH-

Sei M eine Menge. Wir schreiben M~! £ {m™! | m € M} fiir die Menge der (formalen)
Inversen von M und definieren die von M erzeugte frei Gruppe als

(M) = {m,..m, | neNy,m € MuM ' fiiralle1 <i< n}.

Thre Elemente sind “Worte” endlicher Lange in den Buchstaben M L1 M~'. Das neutrale
Element ist das leere Wort. Multiplikation ist durch Konkatenation gegeben. Fiir R ¢ M
ist (M | R) fur die von einer Menge M erzeugte Gruppe, die die Relationen R erfiillt. Das
bedeutet

<M | R> = <M>/(R)> mit (R) = ﬂHCG normal,RCHH-
Wir werden der Ubersichtlichkeit halber oft (m1,...,m, | r; = e,..., r; = e) anstelle von
(M | R) schreiben.

UBUNG 1.1. Es sein € N eine natiirliche Zahl.
(i) Zeigen Sie, dass die Menge C, = {{ € C | {" = 1} eine Untergruppe von C* ist.
(ii) Bestimmen Sie alle { € C, mit ord({) = n.

UBUNG 1.2. Es sei die Gruppe G = (i, j | i* = e,i* = j%, ji = i°j) gegeben. Bestimmen
Sie ord(G).
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WIEDERHOLUNG. Seien (G, g, e;) und (H, g, ey) zwei Gruppen. Eine Abbildung
f+ G — H heif3t Gruppenhomomorphismus, wenn

fla-gb)= f(a)-u f(b) fiir alle a, b € G.

Man zeigt, f(eg) = eg und f(a™') = f(a)™" fur alle a € G.

Eine Isomorphismus von Gruppen oder Gruppenisomorphismus f: G — H ist ein
Homomorphismus, sodass ein weiterer Homomorphismus g: H — G existiert, sodass
gf =1idg und fg = idy. Man zeigt, ein Homomorphismus von Gruppen f: G — H ist
ein Isomorphismus genau dann, wenn f bijektiv ist.

UBUNG 1.3. Zeigen Sie, dass die Gruppen S; und{a,b | a* = e,b? = e,aba = bab)
isomorph sind.

Sei V ein k-Vektorraum. Die Automorphismen von V, das heif3t, die invertierbaren
linearen Abbildungen f: V — V, bilden die Gruppe Auty (V) mit Verkettung als Grup-
penmultiplikation.

DEFINITION 1.1. Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Paar (V, p) bestehend aus
einem k-Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus p: G — Auty (V) von G.

BEMERKUNG 1.2. Es ist iiblich, eine Darstellung (V, p) einer Gruppe G nur durch
Nennung ihres zugrundeliegenden Vektorraums V anzugeben — der Gruppenhomomor-
phismus p: G — Auty (V) ist hier entweder implizit mitzudenken oder ergibt sich aus
dem Kontext. Wir werden dieser Konvention folgen, wenn es der Ubersichtlichkeit hilft
und keine Verwechslungsgefahr besteht.

DEFINITION 1.3. Sei G eine Gruppe und (V, p) eine Darstellung. Man nennt dimy, V die
Dimension der Darstellung. Ist dimy V' < oo spricht man von einer endlichdimensionalen
Darstellung. Ansonsten heif3t (V, p) unendlichdimensional.

KoNVENTION 1.4. Wir werden uns in diesem Skript auf endlichdimensionale Dar-
stellungen von endlichen Gruppen konzentrieren. Sollten wir unendliche Gruppen oder
unendlichdimensionale Vektorraume betrachten, wird darauf explizit hingewiesen.

Statt Darstellungen mittels “abstrakter” Automorphismen zu analysieren, ist es fir
Beispiele oftmals leichter, direkt mit (invertierbaren) Matrizen zu arbeiten. Dies ist mog-
lich indem man eine Basis fixiert. Konkret, sei V ein m-dimensionaler Vektorraum und
p: G — Auty(V) eine Darstellung einer beliebigen Gruppe G. Indem wir eine Basis
B = (by,..., by,) wahlen lasst sich jeder Automorphismus f: V — V von V mit einer
eindeutigen invertierbaren Matrix f;* € GL,,(k) identifizieren. Das bedeutet, die Darstel-
lung p: G — Aut(V) = GL,(k) ordnet jedem Gruppenelement g € G eine Matrix
M, = (p(g))a € GL,(k) zu. Diese Zuordnung respektiert die Gruppenoperation. Das
heif3t, fur alle g, h € G gilt,

M, - My, = (p(2))a - (p(R)% = (p(g)p(h))gs = (p(gh))es = Mgh.
WIEDERHOLUNG. Angenommen V und W seien zwei Vektorrdume, 98 eine Basis

von V und f: PB — W eine (Mengen-)Abbildung. Dann gibt es eine eindeutige lineare

Abbildung f: V. — W, sodass f(b) = f(b) fir alle b € 9. Wir werden uns diese
Eigenschaft haufig zu nutze machen und lineare Abbildungen nur durch ihre Werte auf
einer Basis angeben.
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Wir wollen nun ein paar konkrete Beispiele verstehen, um ein erstes Gefiihl fir
Darstellungen zu bekommen. Die ersten zwei Félle sind allgemeiner Natur; sie sind fiir
jede Gruppe wohldefiniert. Obwohl ihr Informationsgehalt vielleicht zunachst gering
erscheint sind es tragende Saulen der Theorie, wie wir in den nachfolgenden Abschnitten
erkennen werden.

BeispieL 1.5 (Die triviale Darstellung). Sei G eine endliche Gruppe. Die triviale
Darstellung ist
Ptriv * G — Aut]k(]k), gr— ld]k
Die Gruppe Auty (k) entspricht den den invertierbaren 1 x 1-Matrizen tiber k und damit
der Gruppe k* = k \ {0} der Einheiten von k. Die triviale Darstellung ordnet also jedem
Gruppenelement g € G die Matrix (1) zu.

BeispikL 1.6 (Die regulire Darstellung). Wir betrachten als néchstes den Vektorraum
k[G] = Abb(G, k). Dieser hat eine Basis B = (9,),ec, genannt Standardbasis, wobei fiir
jedes g € G gilt

0 sonst.

dg: G— Kk, 8g(h):{1 h=g

Die regulire Darstellung pres: G —> Auty(k[G]) von G ist bestimmt durch
Preg(8)Oh = Ogh, fir alle g, h € G.

Um die regulédre Darstellung besser zu verstehen, betrachten wir die symmetrische
Gruppe G = S; einer dreielementigen Menge. Thre Multiplikationstabelle ist

e 12 (@13 (23 (123 @132
e e 12 (13 (23 (@023 132
(1 3) (13 (1 2 3) e (132 (12 (23)
2 3) 23 (132 (123) e (13 (@12
123023 @13 @3 @02 @32 e
132132 @3 @012 @123 e (1 2 3)

Es seien g = (12) € S; und h = (123) € S;. Linksmultiplikation mit g und h geht aus der
blauen, beziehungsweise orange hinterlegten Zeile der vorherigen Tabelle hervor. Die
darstellenden Matrizen von pye,(g) und pres(h) beziiglich der Standardbasis von k[S;]
sind

01 0 0 0O 0 00 0 01

1 0 0 0 0O 0 001 0O

e 0 00 0 0 1 et 01 0 0 00
Mg = (preg(g))% = 00001 ol Mh = (preg(h))% = 0010 0 ol

0 0 01 00O 1 0 0 0 0O

0 01 0 0O 0 00 0 1DO0

Es ergeben sich “klassische” Fragen der linearen Algebra:
(i) Was sind die Eigenwerte dieser Matrizen?
(ii) Sind M und N diagonalisierbar?
(iii) Gibt es eineBasis B, sodass (preg(£))& und (preq(h))E gleichzeitig in Diagonalform
vorliegen?
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Wiéhrend die Fragen (i) und (ii) fiir k = C eine sowohl einfache als auch schone Antwort
haben — M und N sind diagonalisierbar mit Einheitswurzeln als Eigenwerten — gestaltet
sich das Auffinden einer befriedigenden Antwort auf Frage (iii) deutlich schwieriger.
Hierzu werden wir in den nachsten Wochen die sogenannte Charaktertheorie entwickeln.

UBUNG 1.4. Wir betrachten die regulire Darstellung (C[Cs], py,) der zyklischen Gruppe
Cs ={(g| g =e) = Z/3Z. Ihre Elemente sind e, g, g°.
(i) Weisen Sie nach, dass die reguldre Darstellung wohldefiniert ist.
(ii) Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen von p,.,(g) und p,.,(g*) beziigliche der
Standardbasis von C[ Cs].
(iii) Zeigen Sie, dass p,.,(g) diagonalisierbar ist und finden Sie eine Basis aus Eigenvek-
toren.
(iv) Es sei A" € C[Cs] ein Eigenvektor von pe,(g). Was ist pre(g°)(A')?

UBUNG 1.5. Es sei (C[S;], Preg) die reguldre Darstellung von Ss.

(i) Geben Sie die Permutation o = (1% 3) in Zykelschreibweise an.

(ii) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von p,.,(c) beziiglich der Standardbasis.
(iii) Zeigen Sie, dass py.,(0) diagonalisierbar ist.
(iv) Finden Sie einen Vektorv € C[S;], sodass pye,(7)v = sgn(7)v fiir alle T € S;.

UBUNG 1.6. Sei G eine endliche Gruppe und (V, p) eine endlichdimensionale komplexe
Darstellung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Fir alle g € G ist die lineare Abbildung p(g): V — V diagonalisierbar und die
Eigenwerte sind Einheitswurzeln.
(ii) Fiir g, h € G mit gh = hg gilt, dass p(g) und p(h) simultan diagonalisierbar sind.
(iii) Ist { € C ein Eigenwert von p(g), so ist { ein Eigenwert von p(g™").

BEMERKUNG 1.7. Die triviale und regulare Darstellung einer Gruppe G stehen mitein-
ander in Verbindung. Wir haben bereits am Beispiel der symmetrischen Gruppe gesehen,
dass fiir alle g € G die darstellende Matrix M, £ p..,(g)% beziiglich der Standardbasis
von k[ G] eine Permutationsmatrix ist. Es gilt allgemein

1 gj=i N .
M,);; = fur allei, j € G.
(My); {O sonst arateny
Folglich ist A = ), 9, ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, denn
(1.1) preg(g)A = Z preg(g)ah = Z agh = Z ow = A
heG heG hWeG

Also gibt es einen eindimensionalen Untervektorraum span, (A) ¢ k[G] auf dem G
“trivial” wirkt.

Neben ersten Beispielen von Darstellungen, wollen wir auch ein paar ihrer Anwen-
dungen skizzieren.

BeispikL 1.8 (Einheitswurzeln). Essei n > 2 eine natiirliche Zahl. Dann st { = e €C
eine primitive n-te Einheitswurzel. Mit anderen Worten, n ist die kleinste natiirliche Zahl,
sodass {" = 1. Es gibt eine Darstellung der zyklischen Gruppe C, = (g | g" = 1) = Z/nZ
auf C mittels

p: C, — C, p(g"v = {"v.
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Wir wollen nun die Identitat 2;‘;(} {7 = 0 darstellungstheoretisch beweisen.
Wir setzen v = 272—01 {7 und berechnen

n—1 n—1 n n—1
. . - (%) .
PO =Y =3 =3 0=y =,
=0 =0 j=1 =0
wobei wir {" = 1 = {° im Schritt () benutzt haben. Also ist {v = p(g)v = v. Umstellen
liefert ({ — 1)v = 0. Da { # 1 muss also v = 0 gelten.

BEe1spiEL 1.9 (zyklisches Sieben). Wie eingangs erwéhnt erlaubt uns Darstellungs-
theorie, die Symmetrien eines Systems zu studieren. Diese Symmetrien sind nicht immer
offensichtlich, aber potente Mittel zum Losen mathematischer Fragestellungen, wie die
folgende Ausgangssituation zeigt.

Frage: Es seien n € IN eine natiirliche Zahlen grofler gleich 2, und p € IN ein Primteiler.
Wie viele Teilmengen T C {1, ..., n} gibt es, sodass die Summe sy £ ), t ein Vielfaches
von p ist?

Darstellungstheorie erlaubt es uns auf diese Frage eine elegante Antwort zu finden.

Schritt 1: Wir benétigen einen Vektorraum, auf dem wir mit einer noch zu bestimmenden
Gruppe wirken kénnen. Dazu schreiben wir M = {1, ..., n} und definieren V = C[f(M)]
als den Vektorraum der von der Potenzmenge von M erzeugt wird. Das heif3t, V hat eine
Basis B = (1) 1cum, deren Elemente iiber die Teilmengen von M indiziert sind.

Schritt 2: Wir wollen jetzt eine Darstellung p: G — Auty (V) einer Gruppe G betrachten,
sodass fur alle T ¢ M gilt: p(g)dr = 9t fur alle g € G genau dann, wenn st ein Vielfaches
von p ist. Dazu wihlen wir G = (g | g# = e) = Z/pZ als die zyklische Gruppe der

Ordnung p und setzen { = e’? . Wir definieren p: G — Auty(V) durch
p(ghor = oy fir alle T ¢ M.
Man kann beobachten:

(i) Es gilt p(g)dr = dr genau dann, wenn sy ein Vielfaches von p ist.
(ii) Der Untervektorraum U = {v € V | p(g)v = v} = ker(p(g) — id) hat eine Basis
B’ = (1) TcM, sodass plsr- Insbesondere ist die gesuchte Zahl dimy U.

Schritt 3: Zu dem Untervektorraum U C V gibt es einen “komplementiren” Raum U’ C V,
sodass U @ U’ = V. Jeder Vektor v € V hat eine eindeutige Zerlegung v = u + v’ mit
u € Uund ' € U’. Man kann zeigen, dass ¢yiy: US U — UD U, u+u +— u
gegeben ist durch

v = 5 (p(g") + p(gh) + p(g) + - + p(gh ™).

Diese, zu diesem Zeitpunkt ad-hoc eingefiihrte, Abbildung werden wir im Verlauf des
Semesters als den Projektor auf die triviale Darstellung kennen lernen.

Schritt 4: Um dimy U zu bestimmen, miissen wir nun versuchen seine Basis mdglichst
geschickt abzuzéhlen. Wir definieren die lineare Abbildung f: V — Cvia f(d7) =1
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und schreiben a; = [T ¢ M | sy = j}{ furalle 0 < j < @ Nun ist

PdlmlkU:f<P Z aT):f°¢triv<p'ZaT>

TcM,p|st TcM
— ao(go.o + éVO-I 4o §0~(p—1))+ al(gl.o + é'/1-1 4o é'/l'(p—l))_’_

’ : (- LGN D) o
a2(§20+§21+...+§2(p 1))+---+a@(§ 1+---+§ S (p 1)).

+{

n(n+1)
2 -0

Diesen Ausdruck konnen wir umschreiben zu

p-dimg U = (ag+ a1 + - + ttuwrn))
2

n(n+1)

@+ al o+ dun )
2
+ ...

n(n+1)
+a+ P+ e @),
2

n(n+1
2

. ) .
Setzen wir y(x) = @+ a1x + - + dwenx 2 . Dann ist
2

pdim U = x(&) + x(§) + -+ x (7).
Schritt 5: Mittels des Polynoms y konnen wir jetzt eine geschlossene Formel fiir die
gesuchte Zahl in Abhangigkeit von n und p bestimmen. Direktes Nachrechnen zeigt,
@) =1-0+x)- (1T +x*)--(1+x".
Da {? = 1, haben wir nun
X = (A+DA+) .. A+ HA+ M)A+ DA+ ..+ ) .
=+ DA+ A+ DA+ ).

Um den Wert (1 + {)(1 + {?)...(1 + {?) zu bestimmen, betrachten wir das Polynom
xP—1=(x—(x—%...(x — {?) und erhalten

A+ +8).. 0+ =-(-1-OC-1-)...(-1= ") = (-’ - D.
Analog erhélt man (1 + D1+ %) .. 1+ ") =(-1)? + 1 firalle 1 <[ < p—1.

Wir unterscheiden nun zwei Félle: p = 2 und p ist ungerade. Sei zunéchst p = 2.
Dann ist { = —1, y(—1) = 0 und

2-dimy U = (x(1) + x(-1) = (1) = 2"
Falls p ungerade ist, ist (—1)” — 1 = 2 und somit
p ’ dlm]k U = X(go) + X(g) + .- +X(§p_1) = 2n —+ 2% + o+ 2% — 2” + (p _ 1)2%
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Ubungsaufgaben aus Woche 1.

UBUNG 1.1. Es sei n € N eine natiirliche Zahl.

(i) Zeigen Sie, dass die Menge C, = {{ € C | {" = 1} eine Untergruppe von C* ist.
(ii) Bestimmen Sie alle { € C, mit ord({) = n.

UBUNG 1.2. Es sei die Gruppe G = (i, j | i* = e,i* = j2, ji = i°j) gegeben. Bestimmen
Sie ord(G).

UBUNG 1.3. Zeigen Sie, dass die Gruppen S; und{a,b | a* = e,b? = e,aba = bab)
isomorph sind.

UBUNG 1.4. Wir betrachten die regulire Darstellung (C[Cs], py;) der zyklischen Gruppe
Cs =(g| g =e) = Z/3Z. Ihre Elemente sind e, g, g°.
(i) Weisen Sie nach, dass die reguldre Darstellung wohldefiniert ist.
(ii) Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen von p,.,(g) und p,.,(g*) beziigliche der
Standardbasis von C[Cs].
(iii) Zeigen Sie, dass pye,(g) diagonalisierbar ist und finden Sie eine Basis aus Eigenvek-
toren.
(iv) Es sei A" € C[Cs] ein Eigenvektor von pe,(g). Was ist pre(g°)(A')?

UBUNG 1.5. Es sei (C[Ss], prg) die reguldre Darstellung von Ss.

(i) Geben Sie die Permutation o = (} 5 3) in Zykelschreibweise an.

(ii) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von p,.,(c) beziiglich der Standardbasis.
(iii) Zeigen Sie, dass p,.,(c) diagonalisierbar ist.
(iv) Finden Sie einen Vektor v € C[S;], sodass pye,(7)v = sgn(7)v fiir alle T € S;.

UBUNG 1.6. Sei G eine endliche Gruppe und (V, p) eine endlichdimensionale komplexe
Darstellung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Fiir alle g € G ist die lineare Abbildung p(g): V — V diagonalisierbar und die
Eigenwerte sind Einheitswurzeln.
(ii) Fir g,h € G mit gh = hg gilt, dass p(g) und p(h) simultan diagonalisierbar sind.
(iii) Ist { € C ein Eigenwert von p(g), so ist { ein Eigenwert von p(g™").
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2. Woche 02: Homomorphismen von Darstellungen und das Lemma von Schur

Es gibt kaum eine Theorie, die
elementarer ist [als lineare Algebra],
trotz der Tatsache, dass Generationen
von Professoren und Lehrbuchautoren
die Einfachheit dieser Theorie durch
héchst unangebrachte Rechnungen
mit Matrizen verdunkelt haben.

Jean Dieudonné — Grundziige der
modernen Analysis, Band 1

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Homomorphismen von Darstellungen
(ii) Unterdarstellungen und Quotienten
(iii) direkte Summen und direkte Summanden
(iv) zerlegbare und unzerlegbare Darstellungen
(v) das Fitting-Lemma
(vi) einfache und halbeinfache Darstellungen
(vii) das Lemma von Schur

Saunders Mac Lane schrieb 1981 in “History of Abstract Algebra: Origin, Rise and
Decline of a Movement™:

Abstract algebra can be regarded as a cultural movement, which began in
Germany immediately after the war (1918—-1921) and which went through
three clearly marked periods. The first wave of abstraction, 1921-1941, was
dominated by Emmy Noether, Emil Artin, and van der Waerden’s book
“Moderne Algebra” (1930-1931), and was centered on the concept of ring
and ideal. The second wave, 1942-1955, was led by N. Bourbaki under the
slogan “What are the morphisms?”, and the third period, 1957-1974, was
under the influence of Grothendieck, algebraic geometry, and category
theory.

Nachdem wir uns bisher, wenngleich versteckt, mit (Gruppen-)ringen und einigen
ihrer Ideale beschéftigt haben wollen wir nun einen kurzen Abstecher in die “zweite
Abstraktionswelle” wagen und uns fragen: Was sind die Abbildungen?

DEFINITION 2.1. Seien (V, py) und (W, py,) zwei Darstellungen einer Gruppe G. Ein
lineare Abbildung f: V. — W heif}t G-dquivariant oder ein Homomorphismus von
Darstellungen, wenn

(2.1) fopv(g) =pw(g)-f. fir alle g € G.

Man sagt, f sei ein Isomorphismus von Darstellungen wenn eine G-adquivariante
Abbildung h: (W, py) — (V, py) existiert, sodass ho f = idy und f o h = idy .

Eine G-aquivariante Abbildung f: (V, pv) — (V, py) wir Endomorphismus genannt.
Ist f auBBerdem invertierbar, so spricht man von einem Automorphismus.

Die Bedingung, dass eine lineare Abbildung f: V — W zwischen zwei Darstel-
lungen (V, py) und (W, py ) einer Gruppe G-aquivariant ist, lasst sich in Form eines
kommutativen Diagrams visualisieren.
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pv(g)
Vv ——m> vV

f f fir alle gE€ G.

W ——> W
pw(g)

Jeder Isomorphismus von Darstellungen ist insbesondere ein Isomorphismus der
zugrundeliegenden Vektorraume. Umgekehrt zeigt direktes Nachrechnen, dass ein Homo-
morphismus von Darstellungen f: (V, py) — (W, py) genau dann ein Isomorphismus
ist, wenn die lineare Abbildung f: V — W invertierbar ist. In diesem Fall haben wir

2.2) fpw(@) = fpw(@ff = fov(@f ™ = pv(®)f™ fiir alle g € G.

NotaTION 2.2. Sei G eine Gruppe und (V, py) , (W, pw) zwei Darstellungen. Wir
schreiben jeweils Homg((V, py), (W, pw)), Ends((V, py)) und Auts((V, py)) fiir die Men-
gen aller Homomorphismen, Endomorphismen und Automorphismen.

Wir wollen zunéchst ein einfaches Beispiel fiir Homomorphismen von Darstellungen
betrachten.

BeispIEL 2.3. Die Gruppe S; kann aufgefasst werden als die Menge der Bijektionen
{1,2,3} — {1, 2,3}. Indem wir eine Basis B = (b, b, b;) von k? fixieren, erhalten wir
eine Darstellung

p: S — Auty (k) p(a)bi = bo, i€{1,2,3}
Explizit gilt
100 010 100
ple)a=10 1 0f, p((12)Z=|1 0 0of, p((23)z=[0 0 1],
001 001 010
00 1 00 1 010
p((13)2 =10 1 0of, p((123)2=[1 0 0|, p((132)2=[0 0 1.
100 010 100
Die lineare Abbildung
L ]ktriv —>]k3, /1 |—>/1(b1 + b2+ b3)

ist ein Homomorphismus von Darstellungen:
U puiv(0)A) = (A) = A(by + by + bs) = A(ba(l) + bo) + ba(3)) = A(P(O')(bl + b, + ba))
= p(a)(/l(bl + by + b3)) = p(a)(t(/l)).

Wir definieren umgekehrt

r: kK — Kk, b, — 1, by —> 1, by —> 1.
Fir o € S; und b; € & ist

n(p(a)b) = n(bsw) =1 = puiv(0)(1) = puiv(c)(m (b))

Es folgt, dass 7: k* — k ein Homomorphismus von Darstellungen ist.

Man beachte 7 o 1 = 3idy. Ist also char k = 3, besitzt ¢ ein Linksinverses in Form von
;7. Ein Rechtsinverses kann aus Dimensionsgriinden nicht existieren.
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UBUNG 2.1. Sei G eine Gruppe und (V, py) , (W, pw) zwei Darstellungen.
(i) Zeigen Sie, dass Homg((V, pv), (W, pw)) ein Untervektorraum von Homy (V, W)

ist.
(ii) Ist auch Autg((V, pv)) C Endg((V, pv)) ein Untervektorraum?
(iii) Sei G = Z./37Z.. Bestimmen Sie dimy Homg((Kk, pyiv), (K[G], preg))-

Die Frage, ob eine lineare Abbildung ein Homomorphismus von Darstellungen ist,

lasst sich zum Beispiel anhand von Gleichungssystemen beantworten.

BEIsPIEL 2.4. Die Quaternionengruppe ist
(2.3) Qs =(i,jli*=ej =1 ji=1))
Sie hat die 8 Elemente Qs = {e,i,i%, %, j,ij,i%j, i j}. Sei B die Standardbasis des R*. Wir
erhalten eine eindeutige Darstellung von Qg auf R* indem wir ihre Werte an den Erzeugern
i und j festlegen:

0 -1.0 O 0 0 -1 0
1 0 0 O 0 0 0 1
B B
P(l)% = 0 0 0o —1/|’ P(])% = 1 0 0 ol
0 0 1 O 0 -1 0 O

Wir schreiben M; £ p(i)% und M; £ p(j)a. Die Endomorphismen der Darstellung (R*, p)
entsprechen Matrizen N € Mat,(R), sodass M;N = NM; und M;N = NM;,. Wir berechnen

a a; by b, —as —ay —b; —b, a az by by a; —a; by —b
M as dy b3 b4 | a4 as bl bz as dy b3 b4 M = a, —das b4 _b3
! C1 Co d1 d2 - —C3 —C4 _d3 _d4 ’ C1 Co d] dz P Cy —C d2 —d1 ’
C3 C4 d3 d4 C1 Co dl dz C3 C4 d3 d4 Cy —C3 d4 —d3
a, a; bl bz —C —C _dl _dz a, a; bl bz bl _bz —a, dp
M as dg b3 b4 | S Cq d3 d4 as dg b3 b4 M. = b3 _b4 —das dy
J C1 €y dl dg N a; a; bl bz ’ C1 €y dl dg a dl _dz —C C ’
C3 C4 d3 d4 —ds; —Aa4 _b3 _b4 C3 C4 d3 d4 d3 _d4 —C3 (4
Damit folgt
a=a=d=dy, a=-a3=—dy=d;, bi=bi=—-c=-c, by=-by=c=-c

und der Vektorraum der Endomorphismen von (R*, p) ist parametrisiert durch

a; a b b,
—-a, a; —by b

(24) —bl bz a, —a
—bz —b1 as a,

a,-,biEJRfﬁrallelgiSZ
2

UBUNG 2.2. Zeigen Sie, dass die vierdimensionale Darstellung von Qg aus Beispiel 2.4
wohldefiniert ist.

Eine andere Moglichkeit G-aquivariante Abbildungen zu bestimmen besteht darin
Homy (V, W) mit einer Wirkung von G auszustatten, sodass Homg(V, W) der Unter-
vektorraum der Invarianten ist. Analog zu Beispiel 1.9, kann man versuchen, vermoge
der Gruppenstruktur von G, einen Projektor ¢y;,: Homy(V, W) — Homy(V, W) zu
definieren dessen Bild Homg(V, W) ist. Dieses Vorgehen ist Gegenstand der néchsten
Ubungsaufgabe.
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UBUNG 2.3. Es sei (U, py) eine komplexe Darstellung einer endlichen Gruppe G. Wir
selzen 1
¢triv: U— U, ¢triv(u) = @ Z PU(g)U
geG
(i) Begriinden Sie, dass ¢, eine G-dquivariante Abbildung ist.
(ii) Zeigen Sie, dass %, = Puiv-
(iii) Beweisen Sie, dass py(g)u = u fiir alle g € G genau dann, wenn u € im @,
(iv) Weisen Sie nach, dass dimy im ¢,,;,, = tr( i)
Gegeben zweier Darstellung (V, py) und (W, pw) kénnen wir den Vektorraum Homc(V, W)
aller linearer Abbildung zwischen V und W betrachten.

(v) Zeigen Sie, dass Home(V, W) eine Darstellung ist, mittels
p: G — Aute(Home(V, W)), p(Q)f = pw(@fpv(g™)

(vi) Beweisen Sie: Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann G-dquivariant,

wenn (]Striv(f) = f

In Beispiel 1.9 haben wir gesehen, dass es einen Untervektorraum einer Darstellung
geben kann, der unter der Wirkung abgeschlossen ist. Wir mochten dieses Konzept nun
formalisieren.

DEFINITION 2.5. Es sei (W, p) eine Darstellung einer Gruppe G und V C W ein
Untervektorraum, sodass p(g)v € V fiir alle v € V. Wir schreiben p|y: G — Aut(V),
plv(g)v = p(g)v fir alle g € G und v € V und nennen das Paar (V, p|y) eine Unterdarstel-
lung von (W, p).

Falls V weder ganz W noch der triviale Vektorraum ist, spricht man von einer echten
Unterdarstellung.

Man beachte, dass jede Unterdarstellung selbst wieder eine Darstellung ist.

In Beispiel 1.6 haben wir gezeigt, dass die triviale Darstellung eine echte Unterdarstel-
lung der regularen Darstellung ist. In Kiirze werden wir versuchen, weitere, moglichst
kleine Unterdarstellungen der reguldren Darstellung zu finden.

BEIsSPIEL 2.6. Es sei G = Z /27 x Z./27Z. die Klein’sche Vierergruppe. Wir schreiben
g =[(1,0)] und h = [(0, 1)] und beobachten G = {e, g, h, gh}. Die Gruppe G wirkt auf
W = C? mittels
p(g)by = by, p(g)by = by, p(h)by = —b,, p(h)b; = —b,
wobei B = (b, b,) die Standardbasis von C? ist.
Wir setzen U = spany (b; + b;) und berechnen
p(g)bi+ b)) =b,+bieU,  p(h)(bi+by)=—b,— by =—(bi+by) €.

Demnach ist U eine Unterdarstellung.

UBUNG 2.4. Zeigen Sie, dass die zweidimensionale Darstellung der Klein’schen Vierer-
gruppe aus Beispiel 2.6 wohldefiniert ist und bestimmen Sie alle eindimensionalen Unterdar-
stellungen.

BeispiEL 2.7. Wir haben in Beispiel 2.3 eine dreidimensionale Darstellung der symme-
trische Gruppe S; auf W = C? definiert. Diese war durch Permutationen der Standardbasis
B = (by, by, b3) gegeben. Explizit ist

p: S — Autc(W), p(0)b; = by, fur alle 0 € S;und i € {1, 2, 3}.
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Sei z = by + b, + b;. Auf dem eindimensionalen Untervektorraum U = span(z) wirkt
S; trivial; also ist die triviale Darstellung eine Unterdarstellung.

Um eine weitere Unterdarstellung zu finden, bemiithen wir einen geometrischen Fakt:
Die Gruppe S; ist die Symmetriegruppe eines regularen Dreiecks. Fithren wir also zu-
néchst ein kleines Gedankenexperiment durch und stellen uns ein reguldres Dreieck
vor, das in der x-y-Ebene des dreidimensionalen Raums liegt. Seine Symmetrien sind
durch Spiegelungen und Rotationen gegeben. Diese lassen das orthogonale Komplement
der Ebene — die Gerade entlang der z-Achse — invariant. In unserem Fall haben wir
bereits die, der z-Achse entsprechende, Gerade in Form der eindimensionalen Unterdar-
stellung (U, pyiv) gefunden. Demnach wire das Analogon zur x-y-Ebene das orthogonale
Komplement U*. Es ist gegeben durch U* = {(wy, wo, w3) € W | w; + wy, + w3 = 0O}
Man zeigt, pga £ ply: definiert eine zweidimensionale Unterdarstellung von W, die die
Standarddarstellung genannt wird.

UBUNG 2.5. Betrachten Sie die Wirkung von S; auf W = C3, die durch Permutation der
Standardbasisvektoren gegeben ist.
(i) Finden Sie drei Vektoren qi, g2, g3 € V = {(v1,0,03) € W | v; + v, + v3 = 0}, sodass
G, G, g3 # 0 und fiir alle 0 € S; und 1 <i < 3 ein Zahl 1 < j < 3 existiert, sodass
p(0)g = g;.
(ii) Begriinden Sie, dass qi, q, und qs die Ecken eines reguldren Dreiecks bilden.

Aussagen tiber Unter- und Quotientenstrukturen lassen sich oftmals aus der linearen
Algebra direkt auf Darstellungen von Gruppen tibertragen.

LEMMA 2.8. Sei f: V — W ein Homomorphismus von Darstellungen. Dann sind sein
Kernker f C V und Bildim f C¢ W Unterdarstellungen von V, beziehungsweise W.

BeEweEis. Seiv € ker f. Dann ist

flov(gv) = pw(g)(f ) = pw(g)(0) = 0.

Somiit ist ker f eine Unterdarstellung.
Nehmen wir nun an, es sei w € im f. Dann gibt es ein v € V, sodass f(v) = w. Aus

pw(@w = pw()(f©)) = f(pv(g) € im f
fir alle g € G folgt die Aussage. 0
LEMMA 2.9. Es sei (V, p) eine Darstellung einer Gruppe G und U C V eine Unterdar-
stellung. Der Quotientenvektorraum V /U ist eine Darstellung von G mittels
(2.5) 7: G — Auty(V/U), t(g)[v] = [p(g)v].
Die kanonische Abbildung ny: V. — V /U, v —> [v] ist G-dquivariant.
BEwEIls. Wir miissen zeigen, dass 7: G —> Auty (V) ein wohldefinierter Homomor-

phismus von Gruppen ist. Dazu benutzen wir kommutierende Diagramme. Sei g € G.
Dann ist

(mup(g))u = my(p(g)(w)) =0 fur alle u € U.
Der erste Homomorphiesatz besagt, dass es eine eindeutige lineare Abbildung 7(g): V/U —
V /U gibt, sodass 7(g)ry = m,p(g). Folglich ist 7: G — Auty(V) wohldefiniert. Das
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von uns benutzte Argument driickt sich in der Kommutativitdt des nachsten Diagramm
aus:

p(g)
vy ———— vy

Az(g)
V/U ——> V/U

Um zu beweisen, dass es sich bei 7 aulerdem um einen Gruppenhomomorphismus
handelt wihlen wir Elemente g, h € G und betrachten

p(gh)

p(h) p(g)

alz(h) A7(g)
VU —> V/U ———> V/U

ANz(gh)

Der Homomorphiesatz garantiert, dass der untere Halbkreis kommutiert, da

t(gh)my = myp(gh) = mup()p(h) = 1(g)mup(h) = 1(g)r(h)my.
Aus der Eindeutigkeit der jeweiligen Abbildungen folgt, 7(gh) = 7(g)z(h).
Weiterhin ist 7y: V. —> V /U per Konstruktion der Wirkung von G auf V /U ein
Homomorphismus von Darstellungen. U

UBUNG 2.6. Betrachten Sie die Darstellung V von S; auf C* aus Beispiel 2.7. Wir schreiben
U = spanc((b; + by + b3)) fiir ihre eindimensionale Unterdarstellung. Zeigen Sie, dass der
Quotient V /U isomorph zur Standarddarstellung ist.

Direkte Summen spielen wie auch in der linearen Algebra eine wichtige Rolle in der
Darstellungstheorie.

DEFINITION 2.10. Sei G eine Gruppe und U, V C W zwei Unterdarstellungen. Man
nennt U und V direkte Summanden von W und W die (innere) direkte Summe von U und
V,wenn UNV ={0}und U + V = W. In diesem Fall schreibt man U ® V = W.

Falls eine Darstellung W in eine direkte Summe U@ V von Unterdarstellungen zerfallt,
ist es typisch V und U als die Komplemente von U beziehungsweise V zu bezeichnen.
Dies ist nicht als mengentheoretischer Begrift zu verstehen, sondern soll verdeutlichen,
dass U n V = {0} trivial ist und U + V = W die ganze Darstellung.

DEFINITION 2.11. Eine Darstellung {0} # W einer Gruppe G heif3t zerlegbar, wenn
sie die direkte Summe zweier echter Unterdarstellungen {0} C U, V C W ist. Ansonsten
spricht man von einer unzerlegbaren Darstellung.

Einen (endlichdimensionalen) Vektorraum kénnen wir durch Abspaltung direkter
Summanden immer weiter in kleinere Blocke zerlegen, bis er schlief3lich eine direkte
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Summe eindimensionaler Vektorraume ist'. Diese sind also gewissermaflen die kleinsten
Bestandteile unserer Theorie. Alles Andere baut auf ihnen auf.

LEMMA 2.12. Jede endlichdimensionale Darstellung W einer Gruppe G ist eine endliche
direkte Summe unzerlegbarer Darstellungen.

BeweEis. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion nach der Dimension n =
dimy W. Sei n = 0 so ist W die leere direkte Summe unzerlegbarer Unterdarstellun-
gen. Nehmen wir also an, die Aussage gelte fiir alle Darstellungen der Dimension kleiner
gleich n und W sei (n + 1)-dimensional. Ist W unzerlegbar, so miissen wir nichts zeigen.
Falls aber W = U @ V eine direkte Summe von echten Unterdarstellungen ist, so gilt
dimy U < nund dimy V < n. Insbesondere sind nach Induktionsannahme U = U;®---® U,
und V = V; @ - @ V; direkte Summen unzerlegbarer Darstellungen und damit auch
w=Ue&-oUdV,®&-aV, O

In der Praxis kann es mitunter schwierig sein, herauszufinden wann eine Darstel-
lung unzerlegbar ist. Eine Moglichkeit ergibt sich, indem man ihre Endomorphismen
untersucht.

WIEDERHOLUNG. Ein Ring ist ein Quintupel (R, +, O, -, 1), bestehend aus einer abel-
schen Gruppe (R, +,05)’, wobei wir — + —: R x R — R als Addition und das neutrale
Element Oy € R als Null bezeichnen, einer Multiplikation —- —: R x R — R und einem
Einselement 1z € R\ {0g}’, sodass die folgenden Axiome zutreffen.

(i) Die Multiplikation ist distributiv. Fur alle a, b, ¢, d € R gilt
(a+b)-(c+d)=(a-c)+(a-d)+(-c)+(b-d).
(ii) Die Multiplikation ist assoziativ. Es ist
a-(b-c)=(a-b)-c fur alle a, b, c € R.
(iii) Die Multiplikation ist unital. Wir haben fiir alle a € R
a-lg=a=1f-a.

Ein Element a € R hei3t Einheit, beziehungsweise invertierbar, wenn es ein b € R gibt,
sodass a- b = 1 = b - a. Man schreibt R* fiir die Menge der Einheiten. Ist R* = R \ {0},
nennt man R einen Schiefkorper. Im Fall dass die Multiplikation aulerdem kommutativ
ist,also a- b = b - afiir alle a, b € R, bezeichnet man R als einen Kérper.

WIEDERHOLUNG. Sei Ring (R, +, Og, -, 1z) ein Ring. Ein Linksideal ist eine Untergruppe
I C R,sodass a-i € I firallea € Rundi € I. Gilt hingegen i-a € I, spricht man von einem
Rechtsideal. Sowohl {0} als auch R sind Linksideale und Rechtsideale. Ein Linksideal I C R
bezeichnet man als ein echtes Linksideal. Es heifit maximal, wenn fiir jedes Linkideal
IcJCRgilt,dass I =].

Wir nennen R lokal, wenn es ein eindeutiges maximales Linksideal gibt. Man zeigt,
dass dieses Ideal automatisch das einzige (und damit eindeutige) maximale Rechtsideal
ist.

Da auch unendlichdimensionale Vektorraume eine Basis haben kénnen diese ebenfalls als direkte Sum-
me von eindimensionalen Vektorrdumen aufgefasst werden. Hier kann allerdings nicht durch sukzessives
Abspalten einer Dimension argumentiert werden.

2Man nennt eine Gruppe R abelsch, wenn ihre Gruppenoperation — + —: R x R —s> R kommutativ ist.
Alsoa+b =b+afirallea, b € Rgilt.

3Manche Autoren erlauben 1z = 0.
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Ein hilfreiches Kriterium um zu zeigen, dass ein Ring lokal ist, sind die folgenden
Lemmata. Beweise und eine ausfiithrlichere Diskussion lokaler Ringe findet sich zum
Beispiel in [Lam01, Chapter 7].

LEMMA 2.13. Ein Ring R ist genau dann lokal, wenn fiir zwei Nichteinheiten a, b € R
gilt, dass a + b ebenfalls keine Einheit ist.
In diesem Fall ist die Menge {a € R | a ist keine Einheit} das eindeutige maximale Ideal.

LEMMA 2.14. Sei R ein Ring. Falls fiir jede Nichteinheit a € R\ R* eine natiirliche n € N
existiert, sodass a™ = 0, dann ist R lokal.

Der Zusammenhang zwischen lokalen Ringen und der Unzerlegbarkeit von endlich-
dimensionalen Darstellungen ergibt sich aus dem Lemma von Fitting,.

LEMMA 2.15 (Fitting-Lemma). Sei V eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe
G und f € Endg(V). Dann gibt es ein n € N, sodass V = ker f" & im f".

Beweis. Es gibt eine aufsteigende Kette
ker f' C ker f* C ker f* C ...

Da V endlichdimensional ist, muss es ein n € IN geben, sodass ker " = ker f"*'. Daraus
folgt per Induktion, dass ker ! = ker f"*1+(=) = ker f" fiir alle [ € N.
Ebenso gibt es die absteigende Kette

im f' >im f2>im f* > ...
und ein m € N, sodass im f™ = im f™*! fiir alle [ € IN. Wir setzen j = max{n, m}. Sei
z € ker f/ nim f/. Dann ist z = f/(a) fiir ein a € V und 0 = f/(z) = f%(a). Damit ist
a € ker f¥ = ker f/, was z = 0 impliziert.
Gegeben x € V, existiert ein y € V, sodass f/(x) = f¥(y), daim f/ = im f%. Nun ist
= f(y)) =0und x = (x = f/(y)) + f/(y). O

KororLAr 2.16. Eine endlichdimensionale Darstellung V von G ist genau dann
unzerlegbar, wenn Ends(V) ein lokaler Ring ist.

BEweEils. Angenommen V ist unzerlegbar und f: V — V eine G-idquivariante
Abbildung. Wegen des Fitting-Lemmas existiert ein n € IN, sodass V = ker f" @ im f".
Da V unzerlegbar ist, muss entweder V = im f" gelten und f ein Automorphismus sein
oder V = ker f" und f demnach nilpotent. Aus Lemma 2.14 folgt, dass Ends(V') lokal ist.

Sei umgekehrt V = U @ W zerlegbar. Dann lasst sich jedes v € V schreiben als v =
u+ w fiir eindeutige u € U und w € W. Die Abbildungen ¢y: V — V, u+w +— uund
¢w: V— V, u+wr— wsind G-dquivariant und keine Einheiten, da ker ¢, = W und
ker ¢ = U. Es gilt jedoch idy = ¢y + ¢w. Demnach kann Endg(V) wegen Lemma 2.13
nicht lokal sein. U

DEFINITION 2.17. Eine Darstellung {0} # V einer Gruppe G heifit einfach oder
irreduzibel, falls es keine echte Unterdarstellung gibt.

Man spricht von einer reduziblen Darstellung, falls V eine echte Unterdarstellung
besitzt.

Die triviale Darstellung ist, wie jede weitere eindimensionale Darstellung, irreduzibel.

DEerINITION 2.18. Eine Darstellung V einer Gruppe G heif3t halbeinfach oder voll-
standig reduzibel, wenn sie eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen ist.
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LEMMA 2.19 (Schur). Seien V und W zwei irreduzible Darstellungen einer beliebigen
Gruppe G.

(i) Jeder Homomorphismus von Darstellungen f: V. — W ist entweder die Nullab-
bildung oder invertierbar.

(ii) Die Endomorphismen Endg(V') bilden einen Schiefkorper. Ist dimy V endlich und
k algebraisch abgeschlossen, so gilt Endg(V) = {Aidy | A € k.

BEWEIS. (i) Sei f: V. — W nicht die Nullabbildung. Nach Lemma 2.8 sind
ker f ¢ V und im f C W Unterdarstellungen. Da V einfach und f nicht die
Nullabbildung ist, muss ker f = {0} gelten. Ebenso folgt im f = W aus der
Einfachheit von W. Also ist f ein Isomorphismus.

(ii) Die Endomorphismen Ends(V) bilden einen Ring mit Verkettung als Multiplika-
tion. Nach dem ersten Teil des Lemmas ist jedes Element f € Endg(V) entweder
invertierbar oder die Nullabbildung. Also ist ist Endg(V') ein Schiefkorper.

Sei nun dimy, V' < oo und k algebraisch abgeschlossen. Jeder Endomorphis-
mus von Darstellungen f: V — V hat einen Eigenwert A. Betrachten wir also
den Eigenraum U = ker(f — Aidy) C V. Fiir jedes g € Gund u € U gilt

(f = Aidy)(p(g)u) = f(p(glu) — Ap(glu) = p(g)(fu) — p(g)(Au)
= p(g)(Aw) — p(g)(Au) = 0.
Also ist U eine Unterdarstellung’ von V und, da dimy U > 1 und V einfach ist,

folgt U = V. Demnach ist aber f = Aidy fiir ein A € k.
O

UBUNG 2.7. Seik ein Korper der Charakteristik 3 und B = (by, b,, bs) eine Basis von
k*. Die Gruppe Ss wirkt durch Permutationen

p: S5 — AUtlk(]k3), P(U)bi = bo(i)-
Es sei V = {(vy,vy,03) €K | v, + v+, +v3 = 0}

(i) Zeigen Sie, dass V unzerlegbar aber nicht irreduzibel ist.
(ii) Begriinden Sie, dass Ends, (V) ein Korper ist.

UBUNG 2.8. Wir werden in den néchsten Wochen zeigen, dass jede Darstellung einer end-
lichen Gruppe iiber einem Korper der Charakteristik 0 halbeinfach ist. Dies vorwegnehmend,
soll Schur’s Lemma benutzt werden, um die folgenden Aussagen zu beweisen.

(i) Die Standarddarstellung von Ss ist einfach.
(ii) Die 4-dimensionale reelle Darstellung von Qs aus Beispiel 2.4 ist einfach.

(iii) Fasst man die 4-dimensionale Darstellung von Qg aus Beispiel 2.4 iiber den komple-

xen Zahlen auf, so ist sie nicht einfach.

UBUNG 2.9. Beweisen Sie, dass jede einfache endlichdimensionale Darstellung einer
zyklischen Gruppe G eindimensional sein muss.

4Alternativ kénnen wir wie folgt argumentieren: Die Abbildungen f und Aidy sind G-aquivariant und
deshalb auch ihre Differenz f — Aidy. Aus Lemma 2.8 folgt, dass U eine Unterdarstellung ist.
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Ubungsaufgaben aus Woche 2.

UBUNG 2.1. Sei G eine Gruppe und (V, py) , (W, pw) zwei Darstellungen.
(i) Zeigen Sie, dass Homg((V, pv), (W, pw)) ein Untervektorraum von Homy (V, W)
ist.
(ii) Ist auch Autg((V, pyv)) C Endg((V, py)) ein Untervektorraum?
(iii) Sei G = Z./37Z.. Bestimmen Sie dimy Homg((K, pyiv), (K[G], preg))-

UBUNG 2.2. Zeigen Sie, dass die vierdimensionale Darstellung von Qg aus Beispiel 2.4
wohldefiniert ist.

UBUNG 2.3. Es sei (U, py) eine komplexe Darstellung einer endlichen Gruppe G. Wir
setzen

1
@ Z pu(g)u.
g€G
(i) Begriinden Sie, dass ¢, eine G-dquivariante Abbildung ist.
(ii) Zeigen Sie, dass %, = Puiv-
(iii) Beweisen Sie, dass py(g)u = u fiir alle g € G genau dann, wenn u € im @,
(iv) Weisen Sie nach, dass dimy im ¢,,;,, = tr( i)

¢triv: U I U, ¢triv(u) =

Gegeben zweier Darstellung (V, py) und (W, pyw) kénnen wir den Vektorraum Homc(V, W)
aller linearer Abbildung zwischen V- und W betrachten.

(v) Zeigen Sie, dass Home(V, W) eine Darstellung ist, mittels
p: G — Autc(Home(V, W)), p(@f = pw(@fpvig™

(vi) Beweisen Sie: Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann G-dquivariant,

wenn ¢triv(f) = f

UBUNG 2.4. Zeigen Sie, dass die zweidimensionale Darstellung der Klein’schen Vierer-
gruppe aus Beispiel 2.6 wohldefiniert ist und bestimmen Sie alle eindimensionalen Unterdar-
stellungen.

UBUNG 2.5. Betrachten Sie die Wirkung von S; auf W = C3, die durch Permutation der
Standardbasisvektoren gegeben ist.
(i) Finden Sie drei Vektoren qi, g2, g3 € V = {(v1,05,03) € W | v; + v, + v3 = 0}, sodass
q1, Q2 @3 # 0 und fiir alle 0 € S; und 1 < i < 3 ein Zahl 1 < j < 3 existiert, sodass
p(0)g = g;.
(ii) Begriinden Sie, dass qi, q, und qs die Ecken eines reguldren Dreiecks bilden.

UBUNG 2.6. Betrachten Sie die Darstellung V von S; auf C* aus Beispiel 2.7. Wir schreiben
U = spang((by + by + b3)) fiir ihre eindimensionale Unterdarstellung. Zeigen Sie, dass der
Quotient V /U isomorph zur Standarddarstellung ist.

UBUNG 2.7. Seik ein Korper der Charakteristik 3 und B = (by, by, bs) eine Basis von
k*. Die Gruppe S; wirkt durch Permutationen

p: S5 — Aut(k*), p(a)b; = by,
Es sei V = {(v1,v5,05) €3 | vy + v+, +v3 = O}

(i) Zeigen Sie, dass V unzerlegbar aber nicht irreduzibel ist.
(ii) Begriinden Sie, dass Ends, (V) ein Korper ist.
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UBUNG 2.8. Wir werden in den néchsten Wochen zeigen, dass jede Darstellung einer end-
lichen Gruppe iiber einem Korper der Charakteristik 0 halbeinfach ist. Dies vorwegnehmend,
soll Schur’s Lemma benutzt werden, um die folgenden Aussagen zu beweisen.

(i) Die Standarddarstellung von Ss ist einfach.
(ii) Die 4-dimensionale reelle Darstellung von Qg aus Beispiel 2.4 ist einfach.

(iii) Fasst man die 4-dimensionale Darstellung von Qg aus Beispiel 2.4 iiber den komple-

xen Zahlen auf, so ist sie nicht einfach.

UBUNG 2.9. Beweisen Sie, dass jede einfache endlichdimensionale Darstellung einer
zyklischen Gruppe G eindimensional sein muss.
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3. Woche 03: Algebren und Moduln

All day he sits at his desk and scribbles,
scribbles, scribbles. Then, at the end of
the day, he takes the sheets of paper
he’s scribbled on, scrunges them all up,
and throws them in the trash can.

John von Neumann’s housekeeper

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Tensorprodukte
(i) Dualraume
(iii) Algebren
(iv) Moduln
Indem wir eine Gruppe G linearisieren, also den Vektorraum k|G| betrachten, erhal-
ten wir die Gruppenalgebra. Ihre Multiplikation ist von der Gruppenoperation von G
abgeleitet. Wir werden zeigen: Darstellungen von G konnen dquivalent als k[ G]-Moduln
aufgefasst werden. Dieser Standpunkt erlaubt es uns, Zerlegungen der regularen Dar-
stellung zu untersuchen und mit idempotenten Elementen in Verbindung zu bringen.

Wir beginnen mit einer Wiederholung des Tensorbegriffs aus der linearen Algebra.

WIEDERHOLUNG. Seien V, W zwei k-Vektorraume.

(i) Das Tensorprodukt V @y W ist ein Vektorraum der Dimension (dimy V)-(dimy W).
Ergibt sich der Grundkorper aus dem Kontext, schreibt man V@ W =V @, W.
(ii) Es gibt eine bilineare Abbildung

- ®@—: VxW —>VeW, L, w)— 1 Q® w.

Die Elementes ihres Bildes werden elementare Tensoren genannt.

Man beachte, dass v ® w ein Reprdsentant einer Aquivalenzklasse ist. Die
Aquivalenzrelationen beruhen auf den Rechenregeln fiir Bilinearformen. Fiir alle
v,v" €V, w,w € Wund A € kgilt

W+)Rw+wW)=v@w+r@w+vedw +v @ W,
W)dw=Av®w) =08 (1w).

(iii) Jedes Element von V @ W ist eine endliche Linearkombination elementarer
Tensoren Y, , v; ® w;, wobeiv; € V und w; € W. Elementare Tensoren sind eine
aufspannende Teilmenge des Tensorprodukts aber im Allgemeinen keine Basis.

(iv) Gegeben Basen By von V und 6y, von W ist die Menge {b®c | b € By, ¢ € Gy}
eine Basis von V ® W.

(v) Das Paar (V ® W, — ® —) erfullt die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts.
Fiir jede bilineare Abbildung b: V x W — U gibt es eine eindeutige lineare
Abbildung f: V® W — U, sodass f(v ® w) = b(v,w) fur allev € V,w €
W. Universelle Eigenschaften werden oft durch kommutierende Diagramme



(3.1)

(vi)

(3.2)

(3.3)

(vii)

(viii)
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beschrieben. In diesem Fall haben wir:

b (bilinear)
Vxw
A
—®- D
(bilinear) //\\-\&%
7%
Vew

Das Tensorprodukt ist funktoriell. Das bedeutet, neben Vektorraumen kénnen
wir auch Homomorphismen tensorieren. Sind f: V— V' und g: W — W’
lineare Abbildungen, so ist die Abbildung

VxW—V @ W, (v, w) — (f(v) ® g(w))

bilinear. Gemaf} der universellen Eigenschaft gibt es eine eindeutige lineare
Abbildung

fRg: Veaw —V oW, v® wr— f(v) ® g(w).

In der Sprache der kommutierenden Diagramme folgt die Existenz (und Eindeu-
tigkeit) von f ® g aus:

fxg (linear)
VxW V' x W’
(bilinear) (bilinear)
Ve w Vew

N f®g (linear)

Fir gewdhnlich gibt man den Wert linearer Abbildungen auf Tensorproduk-
ten wie auch in Gleichung (3.2), nur fiir Elementartensoren an. Da diese eine
aufspannende Teilmenge bilden, gibt es eine eindeutige lineare Fortsetzung falls
die Abbildung wohldefiniert ist.

Negativbeispiel: Die Zuordnung

f: C?®cC*—C, VO W
induziert keine wohldefinierte lineare Abbildung, da
A= f(Aw)@w)=fb®(Aw)) =v

fiir alle v, w € C*und A € C.

Gegeben dreier Vektorrdaume U, V, W kann man die dreifachen Tensorprodukte
(U®V)® W und UQ (V ® W) betrachten. Diese sind zwar nicht gleich, es gibt
aber einen, Assoziator genannten, kanonischen Isomorphismus

avyvw: (UV)Q@W — U (Ve W).

Wir werden der Ubersichtlichkeit halber bei iterierten Tensorprodukten auf die
Klammersetzung verzichten.
Fiir jeden Vektorraum V gibt es kanonische Isomorphismen

kV —YV, AQ®v+— Av,
Veok — V, VR A—> Av.
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Man nennt sie Links- beziehungsweise Rechtsunitoren. Wir werden diese Isomor-
phismen, wie auch das Klammern des Tensorprodukts, implizit verwenden’.
(ix) Der Tensor-Flip

oyw: VAW —>WQRYV, VO W— WU

vertauscht die Reihenfolge der Tensoranden. Das wir fiir den Tensor-Flip den
Buchstaben “o” verwenden, der sonst fiir Elemente der symmetrischen Gruppe
steht ist kein Zufall: Fiir jede natiirliche Zahl n € N und Vektorraum V gibt es
eine Darstellung p: S, — Auty(V®") von S, auf der n-fachen Tensorpotenz
Ve 2V ® - QV, die eindeutig bestimmt ist durch

p((l i+1)) =idyei1 ® oyy ® idyen-i-1 fir1<i<n-1.

Siehe Ubung 3.1.

(x) Eine wichtige Rechentechnik fiir Tensorprodukte ergibt sich aus der sogenann-
ten Tensor-Hom-Adjunktion. Fiir alle Tripel an Vektorraumen U, V, W gibt es
(nattirliche) Isomorphismen

¢: Homy (U ® V, W) — Homy (U, Hom (V, W))
p(Hu=@— f(u®v)),
¢ '+ Homy(U, Homy(V, W)) — Homy (U ® V, W)
¢ () ®v) = g(wp.
Wir schreiben V* £ Homy(V, k) fiir den Dualraum von V. Ist dimy V = n endlich und

(3.4a)

(3.4b)

B = (by, ..., by) ist eine Basis, existiert eine Basis des Dualraums %* £ (f, ..., f,) mit
1 fallsi=j
,Bi3 V—k, ,Bi(bj): {
0 sonst

fur alle 1 <i < n. Es gilt

(3.5) v= Z Bi(v)b; und y = Z y(b:)p;

fur alle v € V und y € V*. Man nennt das Paar (%, %*) ein Paar dualer Basen.
(xi) Die Evaluationsabbildungen

evy: V@V — Kk, Yy ®v+— y(v),
3.6
(3.6) evi,: VoV — Kk, vy — y().
sind linear.
(xii) Ist V endlichdimensional und (%, %*) ein Paar dualer Basen von V, so gibt es
Coevaluationsabbildungen

coev: k — VeV, 1'—>Z?1bi®ﬁi;

(3.7) "
coeVlV: k—V'®YV, 1+ Zi:l B ® b;,

Man kann zeigen, dass Coevaluationsabbildungen von der Wahl der dualen Basen

unabhéngig sind.

>Der Prozess Assoziatoren und Unitoren durch Identititsmorphismen zu ersetzen wird “Striktifizierung”
genannt. Eine detaillierte Beschreibung ist in [ML98] oder [? ] zu finden.
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(xiii) Fur jeden endlichdimensionalen Vektorraum V mit dualen Basen (%, %*) gibt
es einen Isomorphismus

&: Hom(V, W) —> V'@ W
=), b fb)
3 Ve W — Homy(V, W)
Iy ® w) =+ y()w)
(xiv) Ist dimy V' < oo gibt es einen kanonischen Isomorphismus
(3.9) cany £ (idy- ® ev})) o (coevi. ® idy): V — V™.
Dieser ordnet jedem Vektor v € V das Funktional
cany(v) = §: V' — k, B — B)

(3.8a)

(3.8b)

ZU.

(xv) Sei f € Endy(V) ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums.
Es gilt

tr f = evl o (f ® idy+) o coev’ = ev” o (idy+) o coev’.

UBUNG 3.1. Sei V ein dreidimensionaler reeller Vektorraum dessen Standardbasis wir
mit B = (b, by, b3) bezeichnen.

(i) Was ist der Rang eines Endomorphismus 9~'(f ® v): V. —> V, der von einem
Elementartensor definiert wird?
(ii) Finden Sie ein Element m € V* Qg V, sodass

123
I (m)Z =4 5 4.
3 21

Was ist das minimale n € N, sodassm = )., f; ® v;, mit §; € V* undv; € V fiir
alle1 <i<n?

(iii) Zeigen Sie, dass die Coevaluationsabbildung coev': R — V ® V* nicht von der
Wahl einer Basis von V abhdngt.

Seien (1 2),(23) € Ss.

(iv) Zeigen Sie, dass die zwei Abbildungen
Pa2): VOVRV —-VeVeV, UQUVAWH— 1R U R W,
P23 VAVRV —-VRVeV, URUAOWH> UQ WRU

wohldefinierte Automorphismen sind.
(v) Beweisen Sie, dass es eine eindeutige Darstellung

p: S35 — Autg(VRVEYV)

gibt, sodass p((1 2)) = pa 2 und p((2 3)) = pe 3.
(vi) Bestimmen Sie eine Basis € der Unterdarstellung

M=2{meVQV®V|p(r)m=m firalle r € S;}.
(vii) Die Gruppe Autgr(V') wirkt ebenfalls via
o: Autg(V) — Autg(VR VR V), o(NHNu®vew) = f(u)® f(v)® f(w).
Stimmt es, dass o(f)m € M fiir alle f € Autg(V) undm e M?
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In erster Naherung ist eine Algebra ein Ring, der auch ein Vektorraum ist und dessen
Multiplikation, mit der Vektoraumstruktur vertraglich ist. Prazise gefasst, ergibt sich
damit die folgende Definition.

DEFINITION 3.1. Eine Algebra ist ein k-Vektorraum A zusammen mit einer Multiplika-
tion, gegeben durch eine Abbildung Ax A — A, (a,b) — a- b, und einem Einselement
1 € A, sodass die folgenden Axiome zutreffen:

(i) Die Multiplikation ist bilinear:

(a+b) - (c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d fur alle a, b,c,d € A
(Aa)-b=Aa-b)=a-(Ab) furalle a,b € A, A € k.
(ii) Es gilt das Assoziativitdtsgesetz:
(a-b)-c=a-(b-c) fur alle a, b, ¢ € A.

(iii) Die Multiplikation ist unital:
a-l=a=1-a fir alle a € A.

Eines der wichtigsten Beispiele fiir k-Algebren kennen wir bereits aus der linearen
Algebra.

BEIspIEL 3.2. Die n x n-Matrizen Mat, (k) eines Korpers k bilden eine k-Algebra. Fiir
A € kund A, B, C, D € Mat,(k) berechnen wir

(A+B)-(C+D) ™2™ A.C+ A-D+B-C+B-D

gesetz

(AA)-B = ((A,)- A)- B2 (1,)-(A-B) = A(A- B).

gesetz

Um (1A) - B = A - (AB) zu zeigen, benutzen wir (1,)A = AA, und erhalten
(A4)-B=((A,)-A)-B=(A-(A)- B2 A-(4,-B) = A- (AB).
gesetz
Weiterhin ist Matrixmultiplikation assoziativ und unital mit , als Eins.

Das Zentrum eines Rings R ist
(3.10) Z(R) £{r e R|rs= srfiralle s €R}
LEmMA 3.3. Ein Ring R ist genau dann eine k-Algebra, wenn es einen Ringhomomor-

phismus n: k — Z(R) gibt. In diesem Fall ist die Skalarmultiplikation auf R gegeben
durch

(3.11) A-r=np(r fiiralle A € k undr € R.
BeEwEIs. Sei n: k — Z(R) ein Ringhomomorphismus. Wir zeigen zunéchst, dass R

ein k-Vektorraum ist, mittels seiner Addition und der Skalarmultiplikation A - r £ p(A)r
furalle A € kund r € R.Seien A,v € kund r, s € R. Es gilt

I-r=n(l)r=1z-r=r,
A-(v-r)=nD)(v)r) = n(Av)r =(Av)-r,
A+v)-r=ngA+v)r=0A)+nv)Dr=nr+n(v)r=A-r+v-r,
A-(r+s)=n)(r+s)=nDr+nd)s=A-r+A-s.
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Also ist R ein k-Vektorraum mittels der zuvor angegebenen Skalarmultiplikation. Weiter-
hin haben wir fur alle A € k und r, s € R die Identititen

(A-1r)s=(mA)r)s = nA)(rs) = A-(rs),
r(A-s) = r(n(D)s) = (rp(A))s = (p(D)r)s = n(A)(rs) = A - (rs).
Zusammen mit dem Distributivgesetz von R folgt, die Multiplikation vonR ist bilinear,

assoziativ und unital. Demnach ist R eine k-Algebra.
Sei umgekehrt R eine k-Algebra. Wir definieren die Abbildung

(3.12) n: k— R, n(A) = Alg
Diese ist offensichtlich ein Ringhomomorphismus und n(1)r = (A1g)r = r(A1g) fur alle
r € R. Somit liegt das Bild von 1 im Zentrum von R. U

Nachdem wir bereits die Eins einer k-Algebra (A, -, 14) mit einer linearen Abbil-
dung : k — Z(A), A — A1, identifiziert haben, wollen wir auch die ihre bilineare
Multiplikation “linearisieren”.

DEFINITION 3.4. Eine k-Algebra ist ein Tripel (A, p, n) bestehend aus einem Vek-
torraum A und zwei linearen Abbildungen y: A A — A und 5: k — A, die die
Multiplikation und Eins der Algebra genannt werden und das Assoziativitdts- und Unitali-
tdtsgesetz erfiillen:

(3.13) p(p ®ida) = p(ida ® p), p(n ®id) = idy = n(id, ® n).

Das Assoziativitats- und Unitalitatsaxiom aus Gleichung (3.13) kann auch in Form
von zwei kommutierenden Diagrammen angegeben werden.

u®idy ida®n n®A
ARARA —> AR®A A=(A®k) —> A®A ¢«—— A=(k®A)
ida®pu H 2
idy idg
U
AR A A A

Jedes Element x € V ® W des Tensorprodukts zweier Vektorraume V, W ist eine
Summe x = )., v; ® w; endlich vieler elementarer Tensoren. Mochte man eine lineare
Abbildung f: V ® W — Z angeben, so ist sie wegen der Kompatibilitat mit der Vektor-
addition, durch ihre Werte auf elementaren Tensoren eindeutig bestimmt. Der Ubersicht
halber ist deshalb die Schreibweise

f: VW —Z v wi— f(®w)
iiblich. Es folgt f (XL, 0: ® w;) = X1, f(v; ® wy).

UBUNG 3.2. Zeigen Sie, dass es ich bei den folgenden Strukturen um Algebren handelt.
Versuchen Sie, Definitionen 3.1, 3.4 und Lemma 3.3 zu verwenden.
(i) Die komplexen Zahlen sind eine R-Algebra.
(ii) Sei V ein k-Vektorraum. Dann sind die Endomorphismen Endy (V') eine k-Algebra
mittels Verkettung als Multiplikation.
(iii) Sind A und B zwei kk-Algebren, dann ist A x B eine k-Algebra mittels der Multipli-
kation

(a1, by) - (az, by) = (ayaz, by, by).
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(iv) Sind A und B zwei k-Algebren, dann ist A ® B eine k-Algebra mittels der Multipli-
kation
(a1 ® by) - (a2 ® by) = (a1a, ® byby)

BE1spIEL 3.5. Sei G eine Gruppe und k[G] = Abb(G, k) der von G erzeugte Vek-
torraum. Wir werden in Zukunft die alternative Schreibweise g = 9, € k[G] fiir die
eindeutige Abbildung von G nach k die an der Stelle g € G den Wert 1 annimmt und
ansonsten konstant 0 ist verwenden. Damit lassen sich die Elemente von k[G] darstellen
als Summen } . A, g, wobei A # 0 fiir nur endlich viele g € G. Wir wollen die Grup-
penoperation von G auf k[ G] “erweitern”. Dazu definieren wir die Multiplikation durch
ihre Werte auf der Basis und setzen

g-h=gh fir alle g, h € G.

Aus der Assoziativitats- und Unitalitatseigenschaft der Gruppenoperation folgt, dass auch
die von uns definierte Multiplikation von k[G] assoziativ und unital ist mit e € k[G]
als Einselement. Man nennt die resultierende k-Algebra die Gruppenalgebra von G. Das
Produkt zweier beliebiger Elemente )’ .5 4,8 € k[G] und ¥’ ;,c; ynh € k[G] ist

(200) (2)-2(30):

Wir wollen die Konstruktion an einem konkreten Beispiel nachvollziehen. Es sei
G = (g | g = e) die zyklische Gruppe mit 3 Elementen und a = 2g + 3g* sowie
b = 5e + 7g seien zwei Elemente von C[G]. Dann ist

a-b=0g+3g")-Ge+7g)=(2-5)g+2-7)g*+(3-5)g"+(3-7)e=21e+10g + 29g°.
LEMMA 3.6. Seil C R ein Linksideal des Rings R und n: &k — Z(R) ein Ringhomomor-

phismus. Dann ist I ein Untervektorraum von R beziiglich der induzierten Vektorraumstruk-
tur.

UBUNG 3.3. Beweisen Sie Lemma 3.6.

DEFINITION 3.7. Sei A eine k-Algebra. Ein Untervektorraum I C A heifit Linksideal
von A, wenn [ ein Ideal beziiglich der Ringstruktur von A ist.

UBUNG 3.4. Wir betrachten die Gruppe G = Z./37Z. und den Kérper F5 mit 3 Elementen.
Esseig =[1+3Z] € Z/3Z.

(i) Zeigen Sie, dass
11 1)
p: G — Autg,(F3), p(gh =10 1 1| v
0 0 1

eine Darstellung von G auf'F; definiert.
(ii) Zeigen Sie, dass die Algebra Endg(F;) lokal ist. Hinweis: Bestimmen Sie die darstel-
lende Matrix einer G-dquivarianten Abbildung beziiglich der Standardbasis von
F;.
Wie bei Ringen oder Gruppen gibt es “strukturerhaltende” Abbildungen zwischen
Algebren.



3. WOCHE 03: ALGEBREN UND MODULN 28

DEFINITION 3.8. Seien A und B zwei k-Algebren. Ein Homomorphismus von Algebren
ist eine lineare Abbildung f: A — B, sodass

fla-a) = f(a)- f(a) fir alle a,a” € A und f(14) = 1.

Falls es einen Algebrenhomomorphismus g: B — A gibt, sodass g o f = id4 und
f o g = idp, spricht man von einem Algebrenisomorphismus.

Ahnlich wie bei Vektorriumen oder Darstellungen zeigt man, dass ein Homomor-
phismus von Algebren genau dann invertierbar ist, wenn er bijektiv ist.

LEMMA 3.9. Der Kern eines Algebrenhomomorphismus f: A — B ist ein Ideal.

Bewels. Da f: A — B insbesondere ein Ringhomomorphismus ist, ist sein Kern
ein Ideal. U

UBUNG 3.5. Seien G,H zwei Gruppen und w: G —> H ein Homomorphismus von
Gruppen.
(i) Zeigen Sie, dass es einen Homomorphismus von Algebren k: k|G| — k[H] gibt,
sodass k[0g] = Oun)-
(ii) Beweisen Sie, dass der Kern ker(x) C k| G] ein Ideal ist.

UBUNG 3.6. Die Gegenalgebra A einer k-Algebra (A, u, n) ist definiert auf dem Vek-
torraum A zusammen mit der Multiplikation
UP Z ppoops: AQA— A, a®br— u(b ® a)
und der Eins n: k — A.
(i) Zeigen Sie, dass A°? eine k-Algebra ist.
(ii) Sei A = k[G] die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe. Bestimmen Sie das

Zentrum von k[ G| und k[ G]°P.
(iii) Finden Sie einen Isomorphismus von k-Algebren S: k|G| — k[G]°P.

Die Motivation Algebren, insbesondere Gruppenalgebren, zu betrachten ist, dass wir
Darstellungen mittels ringtheoretischer Werkzeuge untersuchen kénnen.

DEeFINITION 3.10. Ein Linksmodul einer k-Algebra A ist ein Vektorraum M zusammen
mit einem Homomorphismus von Algebren : A — Endy(M).

Im Folgenden werden wir der Einfachheit halber anstatt von einem “Linksmodul der
Algebra A” von einem “A-Modul” sprechen oder, falls sich die Algebra A aus dem Kontext
ergibt, nur von einem “Modul”.

BEIsPIEL 3.11. Sei G eine Gruppe. Dann ist jede Darstellung (V, p) ein Modul der
Gruppenalgebra k[ G] via der Abbildung

0: k[G] — Endy(V), Z Agg > Z Aep(g).
geG geG
Umgekehrt definiert ein Modul (V, 0) von k[G] eine Darstellung von G. Die Grup-
penwirkung ist p: G — Auty(V), p(g) = 6(g).

Wir wollen jetzt eine zweite Beschreibung von Moduln iiber Algebren angeben, die
mehr an Gruppenwirkungen erinnert.
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DEFINITION 3.12. Sei A eine k-Algebra. Ein Linksmodul von A ist ein Vektorraum M
zusammen mit einer Wirkung von A auf M, die gegeben ist durch eine lineare Abbildung
—>—=1 AQM — M, a@mr— avcm,
sodass fiir alle a, b € Aund m € M gilt
(3.14) ar(be>m)=(a-b)>m und la>m=m.

Die Kompatibilitdten von Wirkungen mit Multiplikation und Eins kénnen durch
kommutierende Diagramme beschrieben werden:

1A®idyy

ARA®RM — > AQM M=kOM) —————> AQM
?7®ldM
ida®> > >
idy
AQM M M

>

Die Charakterisierung von Moduln mittels Wirkungen und Algebrenhomomorphis-
men sind dquivalent. Dieser Gleichheit liegt die sogenannte “Tensor-Hom-Adjunktion”
zugrunde, der wir im Verlauf des Semesters noch weiter begegnen werden.

LEMMA 3.13. Es sei A eine Algebra und M ein Vektorraum. Dann sind die Abbildungen
{Algebra-Morphismen 6: A — Endy (M)} — {Wirkungen von A auf M}
(3.15) 0+— (a-m = d(a)m)
(3 a)m £ arm) <— (arm)
zueinander invers.

BEwEIs. Es sei A eine Algebraund : A — Endy(M) ein Morphismus von Algebren.
Wir definieren die lineare Abbildung —>—: A® M — M, a>m = 6(a)m und berechnen

a>(bem)=a>(0(b)m) = 0(a)(0(b)m) = 0(ab)m = ab >m,
1aem=0(1)m=m.
Seinun —»—: A® M —> M eine Wirkung von A. Wir setzen
d: A — Endi (M), Ha)n = arn.
Es gilt
8(ab)n = abrn = ar(brn) = 3(a)(3(b)n),
S(14)n = 140n.

Damit Gberfithren die Abbildungen aus Gleichung (3.15) Algebra-Homomorphismen
in Wirkungen und umgekehrt. Weiterhin sind sie zueinander invers, was den Beweis
vervollstandigt. O

Wirkungen von Gruppenalgebren haben besonders einfache Formen.

BEMERKUNG 3.14. Sei G eine Gruppe und V ein k[G]-Modul. Dann gelten fiir alle
g, h e G ,mneVund A € k die folgenden Rechenregeln

(3.16a) gr(m+n)=gem+gen
(3.16Db) gr(Am) = A(ge-m)
(3.16¢) ge(hem)=(gh)rm

(3.16d) ecm=m
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Da G mit einer Basis der Gruppenalgebra k|[G] identifizert werden kann folgt, dass
jede Abbildung —»—: G x V. — V, die den Axiomen (3.16a) bis (3.16d) gentigt, eine
(eindeutige) Wirkung von k[G] auf V definiert.

BEIspIEL 3.15. Sei G eine Gruppe und M mittels der Wirkung »: G x M — M eine
G-Menge. Wie bei der Gruppenalgebra identifizieren wir M mit der Standardbasis von
Kk[M]. Dann ist k[M] ein k[ G]-Linksmodul via

—v—: k[G] ® k[M] — Kk[M], grm= grm.

Ist M = G und die Wirkung durch Linksmultiplikation gegeben, so erhalten wir die

reguldre Darstellung. Sie wird auch der reguldre Modul der Algebra k|G| genannt.

Wir werden die Begriffe “Modul” und “Darstellung” synonym verwenden und jeweils
die Perspektive wihlen, die fiir den jeweiligen Kontext am besten geeignet ist. Die
Tabelle in Abschnitt E vergleicht die verschiedenen Definitionen und fasst wesentliche
Konstruktionen noch einmal knapp zusammen.

UBUNG 3.7. Es sei G eine Gruppe und (V, »v), (W, v ) zwei Moduln.
(i) Zeigen Sie, dass V ® W ein k[G|-Modul ist mittels der Wirkung

—— Kk[G]®(VO W) —> VW, 2@ w) =(grv)®(g>ww).

(ii) Bestimmen Sie den Algebrenhomomorphismus 9: k[G] — Endi(V ® W), der
sich aus der Wirkung aus Teilaufgabe (i) ergibt.

(iii) Beweisen Sie, dass der Dualraum V* = Homy(V,k) eine Darstellung von G ist
mittels der Wirkung

pv-: G — Auty (V") p(®)(x) = x-°p(g™)

(iv) Geben Sie die Wirkung aus Teilaufgabe (iii) in Form einer Abbildung GxV* — V*
an.
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Ubungsaufgaben aus Woche 3.

UBUNG 3.1. Sei V ein dreidimensionaler reeller Vektorraum dessen Standardbasis wir
mit B = (b, by, bs) bezeichnen.

(i) Was ist der Rang eines Endomorphismus 9 '(f ® v): V. —> V, der von einem
Elementartensor definiert wird?
(ii) Finden Sie ein Element m € V* Qg V, sodass
1 2 3
IS m)Z =4 5 4.
3 21
Was ist das minimale n € N, sodassm =Y., i  v;, mit §; € V* undv; € V fiir
alle1<i< n?

(iii) Zeigen Sie, dass die Coevaluationsabbildung coev': R — V ® V* nicht von der
Wahl einer Basis von V abhdngt.

Seien (1 2),(23) € Ss.
(iv) Zeigen Sie, dass die zwei Abbildungen
Pa: VOVRV —-VReVeV, URVRAWH> VIR U W,
Pe3: VOVRV —>VRVeV, URUVAOWH> URWRD
wohldefinierte Automorphismen sind.
(v) Beweisen Sie, dass es eine eindeutige Darstellung
p: S5 — Autg(VQ VeYV)

gibt, sodass p((1 2)) = pa 2) und p((2 3)) = pe2 3)-
(vi) Bestimmen Sie eine Basis 6 der Unterdarstellung
M2{meVQV®V|p(t)m=m firalle t € S;}.
(vii) Die Gruppe Autg(V') wirkt ebenfalls via

o: Autg(V) — Autg(V® VR V), o(Nuvedw) = f(u)® f(v)® f(w).
Stimmt es, dass o(f)m € M fiir alle f € Autg(V) undm € M?

UBUNG 3.2. Zeigen Sie, dass es ich bei den folgenden Strukturen um Algebren handelt.
Versuchen Sie, Definitionen 3.1, 3.4 und Lemma 3.3 zu verwenden.
(i) Die komplexen Zahlen sind eine R-Algebra.
(ii) Sei V ein k-Vektorraum. Dann sind die Endomorphismen Endy (V) eine k-Algebra
mittels Verkettung als Multiplikation.
(iii) Sind A und B zwei kk-Algebren, dann ist A x B eine k-Algebra mittels der Multipli-
kation
(a1, by) - (az, by) = (ayaz, by, by).
(iv) Sind A und B zwei kk-Algebren, dann ist A ® B eine k-Algebra mittels der Multipli-
kation
(a1 ® by)-(a; ® by) = (a1a; ® by by)

UBUNG 3.3. Beweisen Sie Lemma 3.6.

UBUNG 3.4. Wir betrachten die Gruppe G = Z./37Z. und den Kérper F5 mit 3 Elementen.
Esseig =[1+3Z] € Z/3Z.
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(i) Zeigen Sie, dass
11 1)
p: G — Autg,(F}), p(ghw=[0 1 1]|-v
0 0 1

eine Darstellung von G auf'F; definiert.
(ii) Zeigen Sie, dass die Algebra End(F3) lokal ist. Hinweis: Bestimmen Sie die darstel-

lende Matrix einer G-dquivarianten Abbildung beziiglich der Standardbasis von
F;.
UBUNG 3.5. Seien G,H zwei Gruppen und w: G —> H ein Homomorphismus von

Gruppen.
(i) Zeigen Sie, dass es einen Homomorphismus von Algebren k: k|G| — k[H] gibt,

sodass k[94] = Ouin)-
(ii) Beweisen Sie, dass der Kern ker(x) C k[G] ein Ideal ist.

UBUNG 3.6. Die Gegenalgebra A einer k-Algebra (A, y, 1) ist definiert auf dem Vek-
torraum A zusammen mit der Multiplikation
UP Z ploops: ARA— A, a®br— u(b ® a)

und der Eins n: k — A.

(i) Zeigen Sie, dass A°? eine k-Algebra ist.
(ii) Sei A = Kk[G] die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe. Bestimmen Sie das

Zentrum von k[ G| und k[ G]°P.
(iii) Finden Sie einen Isomorphismus von k-Algebren S: k[G] — k[G]°P.
UBUNG 3.7. Es sei G eine Gruppe und (V, = v), (W, v ) zwei Moduln.
(i) Zeigen Sie, dass V ® W ein k[G]-Modul ist mittels der Wirkung
——: k[G]|®(VO W) —> VW, @ w)=(g>yv)Q(g>ww).
(ii) Bestimmen Sie den Algebrenhomomorphismus 9: k[G] — Endi(V ® W), der

sich aus der Wirkung aus Teilaufgabe (i) ergibt.
(iii) Beweisen Sie, dass der Dualraum V* £ Homy(V,k) eine Darstellung von G ist

mittels der Wirkung
pv-: G — Auti(V), p(&)00) = x°p(g™)
(iv) Geben Sie die Wirkung aus Teilaufgabe (iii) in Form einer Abbildung GxV* — V*
an.
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4. Woche 04: Direkte Summanden und idempotente Elemente

Das Schoéne ist ebenso nitzlich wie das
Nitzliche. Mehr noch vielleicht.

Victor Hugo — Die Elenden

In dieser Woche behandeln wir:

(i) den regularen Modul
(i) Homomorphismen von Moduln
(iii) Untermoduln und Quotientenmoduln
(iv) direkte Summanden und ihre Charakterisierung durch idempotente Elemente

Bevor wir zeigen, dass sich jede Darstellung einer endlichen Gruppe tiber einem
Korper der Charakteristik 0 in eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen zerlegen
lasst, werden wir Kriterien fiir Halbeinfachheit entwickeln und diese mit idempotenten
Elementen in (Gruppen-)Algebren in Verbindung bringen.

Hinweis: Wegen des Feiertags findet am Donnerstag keine Vorlesung statt.

Das Konzept der regularen Darstellung einer Gruppe lasst sich auf allgemeine Alge-
bren erweitern.

DEFINITION 4.1. Der reguldre Modul einer k-Algebra (A, y, n7) ist der Vektorraum A
zusammen mit der von der Multiplikation definierten Wirkung y: A® A — A.

Das Analogon zu Unterdarstellungen sind Untermoduln. Fiir einen gegebenen Links-
modul (M, ») einer k-Algebra A ist ein Untermodul ein Untervektorraum U C M, sodass

(4.1) aruelU furallea€ Aund u € U.

Gibt es einen weiteren Untermodul N € M, sodass UN N = {0} und U + N = M, so
nennt man M die (innere) direkte Summe von U und N und schreibt M = U & N. Man
bezeichnet U und N als direkte Summanden und sagt N und U sind Komplemente von U
beziehungsweise N.

BEISPIEL 4.2. Sei A eine k-Algebra. Ein Untervektorraum I C A der reguldren Darstel-
lung ist genau dann ein Untermodul, wenn a -i € I fiir alle a € A und i € I. Das bedeutet,
die Untermoduln des regularen Moduls von A stehen in Bijektion mit Linksidealen der
Algebra A.

Wie Untervektorrdaume konnen wir auch Untermoduln durch eine Teilmenge von
Erzeugern angeben; lineare Unabhangigkeit oder Basen sind hingegen keine Konzepte
die fur beliebige Moduln verwendet werden kénnen.

DEFINITION 4.3. Es sei (M, ») ein A-Modul und T C M eine Teilmenge. Man nennt

TCNCM, i=1
N Untermodul

(4.2) spanA(T)ﬁﬂN: {Zaiw‘i |neN,aq; € A t;e Tfiralle1 <i< n}

den von T erzeugten Untermodul und T ein Erzeugendensystem.

Jede Vektorraumbasis eines A-Moduls M ist ein Erzeugendensystem von M. Im
Allgemeinen lassen sich aber weniger Erzeuger finden. Zum Beispiel erzeugt {1,} C A
den regularen Modul der k-Algebra A.
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UBUNG 4.1. Es sei (M, ») ein A-Modul und T C M eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass die
Gleichung

ﬂN:{Zaibti|ne}N,ai€A,tI~€Tfilrallelgign}

TCNCM, i=1
N Untermodul

erfiillt ist und begriinden Sie, dass span ,(T) ein Untermodul von M ist.

BEISPIEL 4.4. Betrachten wir die Gruppenalgebra F,[Z/2Z] der zyklischen Gruppe
mit zwei Elementen und schreiben g = [1] € Z/2Z. Der regulare Modul hat einen
eindimensionalen Untermodul M C F,[Z/2Z], der vom Element 1 + g erzeugt wird. Die
Menge {1 + g} ist allerdings nicht linear unabhéngig, da

1+g):(1+g)=1+2g+g°=2+2g=0.
Insbesondere kann M keine Basis als Modul haben.

Angenommen (M, > ) sei ein Linksmodul einer k-Algebra A und N C M ein Unter-
modul. Wir definieren die lineare Abbildung

——: AQ M/N — M/N, ar[m] = [a>m].
Fir alle a,b € A,me€ M und n € N gilt
ar[n] = [a>n] = [0],
ar(br[m]) = ar[b>m] = [a>(b>m)] = [(ab)>m] = abr[m],
Lar[m] = [14>m] = [m].
Demnach ist der Quotientenvektorraum M /N mittels —»—: A® M /N — M/N selbst

wieder ein Modul.

DEFINITION 4.5. Sei A eine k-Algebra (M, ») ein Modul und N ein Untermodul. Der
Quotientenmodul (M/N,») hat M/N als den zugrunde liegenden Vektorraum und die
Wirkung

(4.3) »» AQ M/N — M/N, ar[m] = [a>m].

BEIsPIEL 4.6. Wir fixieren eine Basis B = (by, by, bs) von C°. Die Gruppenalgebra
C|[S;] wirkt auf C* mittels
——C[S]® C — C°, o> b = by, fir alle 0 € Ssund i € {1, 2,3}.

Wir schreiben x = b; — by, y = b, — b3 und z = by, by, bs. Das Tripel (x, y, z) definiert
eine weiter Basis von C°. In Beispiel 2.7 haben wir gesehen, dass der Untervektorraum
U = span,(z) einen Untermodul definiert. Der Quotient C*/U hat eine Basis ([x], [y])
die durch die Aquivalenzklassen von x und y bestimmt ist. Sei o = (1 2) € S;. Dann ist

or[x] = [o>x] =[o>(by = by)] = [by — by] = —[x].

UBUNG 4.2. Betrachten Sie die Algebren A = F,[Z./2Z)] und B = C[Ss].

(i) Zeigen Sie, dass A lokal (als Ring) ist.
(ii) Bestimmen Sie einen echten Untermodul I C Ay,.
(iii) Beweisen Sie, dass A, /I = I.
Esseit = (12 3) € S;. Wir definieren pyy = %(26 —t—t2).
(iv) Zeigen Sie, dass pyy € C[Ss] zentral ist. Das bedeutet p-x = x - p fiir alle x € C[Ss].
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(v) Bestimmen Sie die Dimension des Vektorraums

P=0pyi- C[Ss] = {pstd' s|seC[Ss]}

(vi) Begriinden Sie, dass P ein Untermodul von C[Ss],, ist.
(vii) Finden Sie einen weiteren Untermodul M C C[Ss],¢,, sodass M & P = C[S;]
(viii) Sind C[Ss],eq/P und M isomorph?

Um Moduln miteinander zu vergleichen und ihre Zerlegbarkeit zu untersuchen brau-
chen wir das Konzept eines Homomorphismus. Dies ist strikt analog zu Definition 2.1.

reg-

DEFINITION 4.7. Sei A eine k-Algebra und (M, > y), (N, » y) zwei Moduln. Man nennt
eine lineare Abbildung f: M — N A-linear oder einen Homomorphismus von Moduln,
wenn

(4.4) f(av ym) = a»yf(m), fur alle a € Aund m € M.

Falls es einen Homomorphismus g: (N, > y) — (M, v ) gibt, sodass g o f = idy und
f o g = idy, bezeichnet man f als einen Isomorphismus.

Ist (M, =) = (N, =), so spricht man von einem Endomorphismus, oder, falls f
invertierbar ist, von einem Automorphismus.

LEMMA 4.8. Die Endomorphismen End,(M) eines Linksmoduls M einerk-Algebra bilden
eine Algebra mit Verkettung als Multiplikation. Insbesondere gilt fiir den reguldren Modul,
dass End4(A) = AP,

UBUNG 4.3. Beweisen Sie Lemma 4.8.

UBUNG 4.4. Es sei k[G] eine Gruppenalgebra, ki, der triviale Modul und V ein end-
lichdimensionaler k[ G]-Linksmodul.
(i) Zeigen Sie, dassevy: V* Q@ V. — Ky, f @ v —> f(v) ein Homomorphismus von
Moduln ist.

(ii) Es sei (by, ..., b,) eine Basis von V. Wir schreiben (f,, ..., B,) fir die duale Basis.
Das bedeutet p; € V* firalle1 < i < n und pi(b;) = d=;. Zeigen Sie, dass die
Abbildung coevy: k — VQ VA +— Y " b; ® f; k[G]-linear ist.

(iii) Die k-linearen Endomorphismen von V sind ein k[ G|-Modul mittels

grf=gflg">-)
fur alle f € Endy (V) und g € G. Zeigen Sie, dass Endy (V) = V*Q V.
BE1sPIEL 4.9. Sei M ein A-Modul und N C M ein Untermodul. Die Abbildungen
(4.5) in: N— M, n+n, an: M — M/N, mv+— [m],

sind A-linear. Man nennt 5 die kanonische Inklusion von N und xy die kanonischen
Projektion auf M/N.

Angenommen N ist ein direkter Summand, so gibt es ein Komplement U C M.
Insbesondere lésst sich jedes m € M auf eindeutige Weise als n + u = m schreiben. Es

folgt, die Abbildung
p: M— N, u+nr—n firalleue U,ne N

ist linear. Weiterhin gilt p(a>(u + n)) = p(aru+ arn) = avn = a> p(u + n) fir alle
a€A ueUundne€ N. Alsoist p: M — N ein Homomorphismus von Moduln.
Fir alle n € N gilt p o 1y = idy und damit folgt fiir phiy = 1y o p die Identitat

¢}2\T:[NOPO[NOp:lNOp:¢N'
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DEFINITION 4.10. Ein Element p € A einer k-Algebra A heif3t idempotent, falls p* = p.

LEMMA 4.11. Es sei A eine Algebra und N C M ein Untermodul. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:
(i) N ist ein direkter Summand von M.
(ii) Es gibt einen idempotenten Endomorphismus von Moduln ¢ € End (M), sodass
im¢ = N.
(iii) Es gibt einen Homomorphismus py: M —> N, sodass py ° iy = idy.
(iv) Es existiert eine A-lineare Abbildung jn: M/N — M, sodass 7y © jy = idun.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) folgt aus Beispiel 4.9.

Um (ii) = (iii) zu zeigen, nehmen wir an, es giabe eine A-lineare Abbildung
¢: M — M, sodass ¢* = ¢ und im ¢ = N. Wir definieren py £ ¢|¥: M —> N als die
Einschrankung von ¢ auf ihr Bild. Sei n € N. Dann gibt es ein m € M mit ¢(m) = nund
somit

pnin(n) = ¢(n) = $(¢(m)) = ¢(m) = n.

Wir beweisen (iii) = (iv): Seipy: M — N, ein Homomorphismus von Moduln,

sodass pyiy = idy. Wir setzen

jn: M/N — M, j([m]) = m — iy pn(m).
Fur alle n € N ist
jnlnl=n—-n=0.
Also ist jy: M/N — M eine wohldefinierte lineare Abbildung. Weiterhin gilt fiir alle
a € Aund m in M, dass

in(ar[m]) = jn([a>m]) = avm — iypn(a-m) = a-(m — vpy(m)) = a»jn([m]).
Schliellich berechnen wir [jy([m])] = [m — py(m)] = [m] fur alle m € M. Also ist
7N jn = idy/n

Es verbleibt (iv) = (i) zu beweisen. Die Abbildung jy: M/N — M erfille die
Bedingungen aus (iv). Wir setzen U = im jy. Angenommen x € N n U. Dann gibt es
ein [m] € M/N, sodass x = jy([m]). Da aber [m] = [j([m])] = [x] = 0, ist auch x = 0.
Gegeben m € M, setzen wir n = m — jy([m]) € N und u = jy([m]) € U und berechnen
m =m— jy([m]) + ju([m]) = n + u. Es folgt (iv) = (i). O

UBUNG 4.5. Sei A eine k-Algebra.
(i) Zeigen Sie fiir jeden direkten Summanden I C A gibt es ein idempotentes Element
p € A, sodassI = Ap.
(ii) Seien p, q € A idempotente Elemente. Beweisen Sie, dass Hom,(Ap, Aq) = pAq.
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Ubungsaufgaben aus Woche 4.
UBUNG 4.1. Es sei (M, ») ein A-Modul und T C M eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass die

Gleichung
ﬂN: {ZaiDtilrlEN,aieA,tie Tfilrallelgign}

TCNCM, i=1

N Untermodul
erfillt ist und begriinden Sie, dass span ,(T) ein Untermodul von M ist.

UBUNG 4.2. Betrachten Sie die Algebren A = F,[Z./2Z)] und B = C[Ss].

(i) Zeigen Sie, dass A lokal (als Ring) ist.
(ii) Bestimmen Sie einen echten Untermodul I C Ay,.
(iii) Beweisen Sie, dass Ag/I = 1.
Esseit = (123) € S;. Wir definieren pyy = %(26 —t—t?).
(iv) Zeigen Sie, dass pyy € C[Ss] zentral ist. Das bedeutet p-x = x - p fiir alle x € C[Ss].

(v) Bestimmen Sie die Dimension des Vektorraums
P = Dsta - C[SS] = {pstd © S | S € C[SS]}
(vi) Begriinden Sie, dass P ein Untermodul von C[Ss]., ist.
(vii) Finden Sie einen weiteren Untermodul M C C[Ss3],c,, sodass M @ P = C[S;],eg-
(viii) Sind C[Ss],eq/P und M isomorph?

UBUNG 4.3. Beweisen Sie Lemma 4.8.
UBUNG 4.4. Es sei k[G] eine Gruppenalgebra, Kk, der triviale Modul und V ein end-

lichdimensionaler k[ G]-Linksmodul.
(i) Zeigen Sie, dassevy: V*® V — Ky, f ® v —> f(v) ein Homomorphismus von

Moduln ist.
(ii) Es sei (by, ..., b,) eine Basis von V. Wir schreiben (f,, ..., B,) fiir die duale Basis.

Das bedeutet p; € V* firalle1 < i < n und pi(b;) = 8=;. Zeigen Sie, dass die
Abbildung coevy: k — VQ V¥, A+ Y. b; ® f; k[G]-linear ist.
(iii) Die k-linearen Endomorphismen von V sind ein k[ G]|-Modul mittels
grf=g-flg=-)
fur alle f € Endi(V) und g € G. Zeigen Sie, dass Endi (V) = V*Q V.
UBUNG 4.5. Sei A eine k-Algebra.
(i) Zeigen Sie fiir jeden direkten Summanden I C A gibt es ein idempotentes Element

p € A, sodassI = Ap.
(ii) Seien p, q € A idempotente Elemente. Beweisen Sie, dass Hom,(Ap, Aq) = pAq.
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5. Woche 05: Der Satz von Maschke und Charaktere

It can scarcely be denied that the
supreme goal of all theory is to make
the irreducible basic elements as
simple and as few as possible without
having to surrender the adequate
representation of a single datum of
experience.

Albert Einstein — Oxford, 10 June 1933

In dieser Woche behandeln wir:

(i) halbeinfache Moduln und halbeinfache Algebren
(ii) Der Satz von Artin-Wedderburn als eine Charakterisierung von Halbeinfachheit
(iii) Der Satz von Maschke
(iv) Der Satz von Krull-Schmidt
(v) Charaktere
(vi) Zentrale idempotente Elemente der Gruppenalgebra

Betrachten wir die Gruppe G = (g | g2 = e) = Z/2Z. Thr regulidrer Modul zerfillt in
die direkte Summe der eindimensionalen Moduln

M, =spany(1+g) und M, = spanc(1— g).

Die Wirkung ist g-m = mfiir allem € M; und g-n = —n fiir alle n € M,. Nach Lemma 4.11
gibt es zu M; und M, gehérende C[G]-lineare Abbildungen ¢y, P, : C[Glreg — C[Glreg,
sodass ¢, = ¢u, und im @y, = M; sowie ¢3; = ¢y, und im ¢y, = M,. Exemplarisch fiir
das Vorgehen in dieser Woche wollen wir ¢, bestimmen. Wir definieren die C-lineare
Abbildung
¥: C[G] — C[G], 1+ 0, gr—1+g

Es gilt ¢*(1) = 0 = (1) und ¥*(g) = ¢(1 + g) = 1+ g = ¥(g). Folglich haben wir mit
¥ € Home(C[G], C[G]) einen Projektor auf M, der allerdings kein Homomorphismus
von Moduln ist, da /(g) = 1 + g # 0 = g¢(1). In Ubungsaufgabe 2.3 wurde gezeigt, dass
wir jede lineare Abbildung zwischen Moduln auf einen Homomorphismus projizieren
kénnen, indem wir mit (1 + g) wirken. In unserem Beispiel ergibt das die Abbildung

¢M1 = ¢triv(¢): C[G]reg — C[G]reg9 ¢M1(x) = %(w(X) + g&b(gx))
Wir berechnen
o (1) = 5(¥(1D) + g¥(g) = ;(1 + g), dn(g) = 5(¥(g) + gy (1) = ;(1 + g).

Damit ist ¢y, (1 + g) = 1+ g sowie @y, (1 — g) = 0 und Py, : C[Glreg —> C[Glreq der
gesuchte Projektor.

Das Ziel dieser Woche ist es, grob gesagt, zu zeigen, dass iiber den komplexen Zahlen
der regulare Modul der Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe in eine direkte Summe
aus Moduln zerfillt die selber keine echten Untermoduln mehr haben und eine Formel
fir Projektoren auf diese Summanden zu finden.

DEFINITION 5.1. Ein Linksmodul M einer k-Algebra A heifit einfach, falls M # 0 und
die einzigen Untermoduln {0} ¢ M und M C M sind.

Ist M eine direkte Summe einfacher Moduln spricht man von einem halbeinfachen
Modul.

Man nennt die Algebra A halbeinfach, falls jeder A-Modul halbeinfach ist.
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Das néachste Theorem zeigt, dass die Halbeinfachheit einer Algebra im Wesentlichen
von ihrem reguldren Modul bestimmt ist.

THEOREM 5.2. Fiir jede k-Algebra A sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) Jeder A-Modul ist halbeinfach.
(ii) Der regulare Modul von A ist halbeinfach.
(iii) Jeder Untermodul N C M ist ein direkter Summand.

BeweEis. Da (ii) ein Spezialfall von (i) ist, folgt (i) = (ii) sofort.

Um (ii) = (iii) zu zeigen nehmen wir an A = @/ sei halbeinfach mit einfachen
Untermoduln (I;)e;. Es gibt fiir jedes j € J ein eindeutiges Element i; € I;, sodass iy = 0
fir alle bis auf endlich viele j* € J und }’,.;i; = 1. Sei j* € J so, dass iy = 0. Es ist
Iy = Iy1 =} i Iyij € ®jj jy1; im Widerspruch zu A = @ j¢;I;. Damit folgt J ist endlich
ij # 0 fiir alle j € J. Sei nun M ein Modul und N C M ein Untermodul. Wir wihlen einen
zweiten Untermodul U C M maximaler Dimension, sodass UNN = {0}. Ware U+ N = M
muss ein m € M existieren, das nicht in U + N enthalten ist. Fiir jedes j € J ist

V;=span,{ijem} ={ai;>om|a€ A} = Ai;om=I1rem
trivial oder einfach. Insbesondere ist entweder N n V; = {0} oder N n V; C N fiir alle
1 < j < n.Im ersten Fall haben wir V; C U, im zweiten Fall V; C N. Da damit aber
m=1,>m€ Y ;; V;im Widerspruch zu m ¢ U + N steht, muss U + N = M gelten.

Es verbleibt (iii) = (i) zu zeigen. Fir einen gegeben Modul M schreiben wir
{M; ¢ M | i € I} fiur die Menge aller einfachen Untermoduln von M, wobei I eine
geeignete Indexmenge ist, und definieren N = ) ., M;. Wiare N # M, dann gibe es
U CMmit N® U = M. Da U nicht einfach sein kann gibt es einen maximalen echten
Untermodul V C U. Dann ist U = V @ V’, mit V einfach, was im Widerspruch zur
Definition von N steht. Also gilt M = N.

Sei nun J C I maximal, sodass die Summe N’ = ) ier N direkt ist. Gibe es eini € I
und m; € M; sodass m; ¢ N, so wiare M; N N’ = (span,{m;}) n N’ = {0} im Widerspruch
zur Maximalitit von J. ]

TueOREM 5.3 (Artin-Wedderburn). Sei A eine endlichdimensionale halbeinfache k-
Algebra und M;, ..., M, C A, einfache A-Moduln, sodass A; = M @ - & M®», Dann
ist D; = End,(M;) fur jedes 1 < j < n ein Schiefkorper und es gibt einen Isomorphismus
von Algebren
(5.1) A = Mat; (D{?) x --- x Mat; (D).

Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt i; = dimy M; fir alle 1 < j < n.

BewEisskizze. Nach Lemma 4.8 gilt A® = Enda(A). Jede A-lineare Abbildung
f+ A — Alasst sich eindeutig zerlegen als f = })7_, g; mit g;: M;B’j — Mj@’. Also
gilt A = @7_, EndA(M;Bij ). Das Lemma von Schur liefert, dass End4(M;) = D/, fiir jedes
1 < j < n ein Schiefkorper ist und direktes Nachrechnen zeigt End A(M;Bij ) = Mat; (D7).
Fiir jeden Ring R und jede Zahl m € N ist Transposition
(5.2) T: Mat,,(R)®® — Mat,,(R), Ar— AT

ein Isomorphismus von Algebren. Es folgt A = Mat; (D]) x --- x Mat; (D).

Sei k algebraisch abgeschlossen und 1 < j < n. Dann ist D; = k und das voran-
gegangene Argument beweist M®/ = Mat; (D;"). Es folgt i; - dim M; = i# und damit
i j = dim]k Mi O
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UBUNG 5.1. Sei D ein Schiefkorper und i € IN eine natiirliche Zahl.
(i) Zeigen Sie, dass Mat;(D) halbeinfach ist.

(ii) Beweisen Sie, dass jeder einfache Mat;(D)-Modul isomorph zu D' ist.

(iii) Folgern Sie, dass Mat; (D) x --- x Mat; (D) genau n paarweise nicht isomorphe
einfache Untermoduln hat.

(iv) Betrachten Sie schlief3lich eine endlichdimensionale halbeinfache Algebra iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Beweisen Sie unter Zuhilfenahme des
Satzes von Artin—-Wedderburn, dass die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher
A-Moduln gleich der Dimension dimy Z(A) des Zentrums von A ist. Ist A = k[ G]
eine Gruppenalgebra, so ist dimy Z(A) gleich der Anzahl der Konjugationsklassen
von G

Der Satz von Maschke zeigt, dass die Halbeinfachheit von Gruppenalgebren endlicher
Gruppen von zwei Groflen abhangen: der Charakteristik des Korpers und der Ordnung
der Gruppe. Dazu miissen wir |G| = } . 1x € k als Element des Korpers k auf. Man
beachte, dass |G| genau dann in k invertierbar ist, wenn die Charakteristik von k die
Ordnung von G nicht teilt.

THEOREM 5.4 (Maschke). Die Gruppenalgebra k|G| einer endlichen Gruppe G ist
genau dann halbeinfach, wenn die Charakteristik char k die Ordnung von G nicht teilt.

BEwEls. Nehmen wir zunéchst an k[G] sei halbeinfach. Es sei A" = ) . g € k[G].
Fir alle h € G gilt

(5.3) h-N'=Yhg=> g =N\
geG g’eG
Also ist span; (A”) ein eindimensionaler Modul. Nach Lemma 4.11 muss es ein idempo-
tentes Element ¢ € Endy)(k[G]) geben, sodass im ¢ = span; (A’). Wir berechnen fiir
alle x € k[G]
d(x) = ¢p(x-1) = x - ¢(1) = x - (AA”) fiir ein eindeutiges A € k.

Aus Gleichung (5.3) folgt, A’* = |G|A’. Damit erhalten wir

$*(x) = x - (AN) - (AN) = x - (PN = |GlAx - (AA) = |GlAd(x) fiir alle x € k[G].

Da ¢ # 0 und ¢* = ¢, muss A|G| = 1 gelten und damit |G| in k 1nvertlerbar sein.

Sei umgekehrt |G| in k invertierbar. Wir definieren A = 3 . & € k[G]. Gemaf}
Theorem 5.2 ist k[G] genau dann halbeinfach wenn jeder Untermodul N C M eines
Moduls (M, ») ein Komplement hat. Da N als Vektorraum ein direkter Summand von M
ist, existiert eine k-lineare Abbildung y € Endy (M) mit /* = ¢ und im / = N. Nun ist,
wie in Ubung 2.3 besprochen, Endy (M) ein k[ G]-Modul mittels der Wirkung

——: k[G] ® Endi(M) — Endi (M), (grf)m=g» f(g o m).

Wir wissen aus Ubung 2.3, dass Endy)(M) = {A>f | f € Endi(M)} C Endy(M). Definie-
ren wir also ¢y = Aviy: M —> M. Sei m € M. Da /(m) € N erhalten wir

¢(m) = (Aryy)(m) = Z g y(g ' vm) € N.

Gl o

Fir alle n € N gilt /(n) = n und damit
P(n) = (e )(m) = = " g Yl |G|Zg g |G|Zn_n

|G| geG geG geG
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Es folgt ¢p € Endyjg(M) ist ein Projektor auf N. Aus Lemma 4.11 folgt, dass N ein
Komplement haben muss. Der Vollstdndigkeit halber geben wir es explizit an. Der Kern
U = ker ¢ ist ein Untermodul von M. Es ist U N N = {0} und m — ¢(m) € ker ¢ fiir alle
m € M. Damit gilt auch m = m — ¢(m) + ¢(m) € U + N und somit M = U & N. O

Moduln halbeinfacher Algebren zerfallen in direkte Summen ihrer einfachen Un-
termoduln. Umgekehrt kann man aus einfachen Untermoduln wiederum halbeinfache
Moduln definieren indem man ihre duflere direkte Summe betrachtet.

DEFINITION 5.5. Es seien (M, » ) und (N, » 5) zwei Moduln einer Algebra A. Thre
(dufSere) direkte Summe ist (M @ N, » ygn), Wobei
(5.4) av> yen(m,n) = (av ym, a> yn), furalleae A,me M,n € N.

Man nennt (M, » ;) und (N, = ) direkte Summanden des Moduls (M & N, > yen)-

Direkte Summen konnen alternativ durch ihre universelle Eigenschaft charakterisiert
werden.

LEMMA 5.6. Seien M, N zwei A-Moduln und 1,;: M — M®N undiny: N— M®N
die kanonischen Inklusionen. Fiir jeden weiteren Modul O sowie Homomorphismen von
Moduln f: M — O und g: N — O existiert eine eindeutige A-lineare Abbildung
h: M®&N — O, sodassho iy = f undhoiy = g.

BEwEIs. Gegeben A-linearer Abbildungen f: M — O und g: N — O definieren

wir
h: M&N — O, (m, n) — f(m) + g(n).
Diese Abbildung ist linear und fiir alle a € A,m € M und n € N gilt
h(a> men(m, n)) = h((a>ym, a>yn)) = f(ar ym) + gla>nyn) = a>of(m) + avog(n)
= avo(f(m) + g(n)) = av o(h(m, n)).

Offensichtlich ist ho 1)y = fund ho 1y = g.

Seinun h': M & N — O eine weitere A-lineare Abbildung, sodass h’ - 1)y = f und
h o1y = g. Dann ist

h'(m,n) = H'((m, 0) + (0,n)) = h'(y(m) + 1n(n)) = B (tyy(m)) + h'(1n(n))
= f(m) + g(n) = h(m,0) + h(0, n) = h(m, n)

fir allem € M und n € N. U

UBUNG 5.2. Es seien M, N, O drei Moduln einer Algebra A und f: M — O und
g: N — O zwei A-lineare Abbildungen. Beschriften Sie die Pfeile des folgenden Diagrams
so, dass seine Kommutativitdt der universellen Eigenschaft der direkten Summe entspricht:
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UBUNG 5.3. Seien M, N, O, P vier Moduln einer Algebra A. Beweisen Sie
Homs(M & N, O @ P) = Homs(M, O) ® Homu(M, P) ® Homu(N, O) & Homy(N, P).

Sei (M;)er eine Familie von Moduln die Giber eine Menge T indiziert ist. Die Elemente
von ®;crM; sind Tupel (m;),cr, wobei m, € M, und fiir alle bis auf endlich viele ¢t € T gilt
m; = 0.

LEMMA 5.7. Sei T C M ein Erzeugendensystem des A-Moduls M. Dann ist
7 Drer Areg — M, ﬂ((at)tET) = Z at

teT

eine surjektive A-lineare Abbildung.
UBUNG 5.4. Beweisen Sie Lemma 5.7

UBUNG 5.5. Beweisen Sie den ersten Homomorphiesatz fiir Moduln:

Sei A eine Algebra und f: M — N sowie m: M — Q zwei A-lineare Abbildungen,
wobei 1 surjektiv sei. Falls ker g C ker f existiert ein eindeutiger Homomorphismus von
A-Moduln h: Q — N, sodass f = ho .

KoroLLAR 5.8. Ist A eine halbeinfache Algebra, so ist existiert fiir jeden einfachen
A-Modul M ein minimales Ideal {0} = J C A, sodass M = J als A-Moduln.

Beweis. Da M nach Annahme einfach ist, definiert jedes Element 0 + m € M
ein Erzeugendensystem. Die Abbildung 7: A — M, a —> a»>m ist nach Lemma 5.7
ein surjektiver Homomorphismus von Moduln. Damit ist ker 7 C A ein Ideal dessen
Komplement wir mit J C A bezeichnen. Die Einschrankung 7|;: ] — M ist A-linear
und nach Konstruktion bijektiv. Falls J nicht minimal wére gébe es ein echtes Unterideal
{0} € I € J. Dann ware aber {0} C 7(I) C M ein echter Untermodul von M. O

Verschiedene minimale Ideale einer halbeinfachen Algebra kénnen isomorphe einfa-
che Moduln definieren. Um Redundanzen zu vermeiden betrachten wir eine vollstindige
Familie an Reprdsentanten (M;)c; einfacher Moduln einer halbeinfachen Gruppenalgebra
k[G] betrachten. Das bedeutet fiir jeden einfachen Modul N existiert ein eindeutiges
i € I, sodass N = M;. Der Satz von Krull-Schmidt, den wir als Lemma in abgeschwachter
Form beweisen, zeigt, dass die Wahlen der Reprasentanten die Zerlegung eines endlichdi-
mensionalen Moduls nicht wesentlich beeinflusst.

LEMMA 5.9 (Krull-Schmidt). Sei G eine endliche Gruppe und k ein Korper dessen
Charakteristik die Ordnung von G nicht teilt. Die Anzahl n € IN U {co} der Isomorphieklassen
einfacher k[ G]-Moduln ist endlich.

Gegeben einer vollstiandigen Familie (M, ..., M,,) von Reprdsentanten einfacher Moduln
lisst sich jeder endlichdimensionale Modul N zerlegen als N = M @ --- & M®. Fiir alle
1<i< ngilt

. dimy Homyg(M;, N)
7= ™ dimy Endyqo (M)
Insbesondere hingen die Zahlen j, ..., j, € IN nicht von der Wahl des Reprdsentanten ab.

BeEwEIs. Die Gruppenalgebra k[ G] ist endlichdimensional und nach dem Satz von
Maschke halbeinfach. Wir zerlegen k[ Gl,eq = N;®---@® N in eine direkte Summe einfacher



5. WOCHE 05: DER SATZ VON MASCHKE UND CHARAKTERE 43

Moduln. Sei M ein einfacher Modul, dann gibt es ein minimales Ideal J C k[G] sodass
M = J. Nun ist

!
0 < dimy Homyg(J, k[G]) = dimy Homy)(J, N; @ - @& N)) = Z dimy Homy g (J, N).
i=1
Folglich muss es eine Zahl 1 < i < [ geben, sodass dimy Homy(J, N;) > 0. Gemaf3
Schur’s Lemma muss damit M = J = N; gelten. Es folgt, dass die Anzahl n € IN U {oo}
paarweiser nicht-isomorpher einfacher k[G]-Moduln hochstens [ € IN ist.

Wir wihlen nun eine vollstindige Familie an Reprisentanten einfacher k[ G]-Moduln
M, ..., M,. Da k[G] halbeinfach ist hat jeder endlichdimensionale Modul N eine Zerle-
gung N = MP" @ - @ M®». Angenommen es sei N = Mfle/ @ - ® M eine zweite
Zerlegung. Dann gilt fiir alle 1 <i < n, dass

Ji dimy Endyqe)(M;) = dimy, Homygg(M;, M @ - & M®") = dimy Homyg)(M;, N)
= dimy Homye)(Mi, ME @ - @ M) = j/ Endye)(M,).

_ dim]k Hom]leJ (Mi ,N)

Somit ist j; = j/ = T Endu oy (V) eindeutig. O

DEFINITION 5.10. Sind M und N zwei Moduln einer halbeinfachen Gruppenalgebra
k[G] einer endlichen Gruppe G und ist M einfach, so nennt man

. dimy Homyg (M, N)
dim]k El’ld]k[G] (M)

o

[M : N]

die Multiplizitit von M in N.

Fassen wir unsere bisherigen Erkenntnisse iiber die Gruppenalgebra k[G] einer
endlichen Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper k der Charakteristik
0 zusammen:

(i) Die Algebra k[G] ist nach dem Satz von Maschke, siehe Theorem 5.4, halbeinfach.

(ii) Ein Modul M ist wegen des Fitting-Lemmas und des Lemmas von Schur, siehe
Lemmata 2.15 und 2.19, genau dann einfach, wenn seine Endomorphismen-
Algebra isomorph zu k ist.

(iii) Jeder einfache Modul M ist isomorph zu einem Untermodul J C k[G]..s, siche
Korollar 5.8, und es existiert ein idempotentes Element ¢; € Endyjg)(Kk[Glreg),
sodass im ¢; = ], siehe Lemma 4.11.

(iv) Wegen des Satzes von Krull-Schmidt, siehe Lemma 5.9 und Ubungsaufgabe 5.1
sind die Isomorphieklassen einfacher Moduln in Bijektion mit den Konjugati-
onsklassen von G. Wiahlt man eine vollstindige Familie von Reprasentanten
einfacher Moduln lasst sich jeder endlichdimensionale Modul auf eindeutige
Weise als direkte Summe zerlegen.

Was uns bisher fehlt, sind Werkzeuge um die einfachen Moduln méglichst explizit
zu bestimmen. Diese erhalten wir aus einer zweite Version des Satzes von Maschke
iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern der Charakteristik 0. Die dabei auftretenden
Zahlen sind von zentraler Bedeutung fiir die Darstellungstheorie. Dass sie typischerweise
in der Sprache der Darstellungen anstelle der von Moduln definiert sind, gibt uns die
Gelegenheit die Ubersetzung des einen Settings in das Andere zu wiederholen.

WIEDERHOLUNG. Sei (M, ») ein Modul der Gruppenalgebra k[G]. Wir kénnen M als
Darstellung von G auffassen, indem wir den Gruppenhomomorphismus

p: G — Auty (M), p(gym=gem
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definieren. Umgekehrt ist jede Darstellung (V, o) von G ein k[ G]-Modul mit Wirkung
—»—: k[G]®@V —V, grv = o(g)v.

DEFINITION 5.11. Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung (M, p) einer
Gruppe G ist

(5.5) Xarp): G — Kk, g — tr(p(g)).
Jede halbeinfache Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe hat ein spezielles idempo-
tentes Element Ay, = ‘—(1;‘ Y geG & In unserem ersten Beweis des Satzes von Maschke haben

wir es benutzt um einen beliebigen Projektor auf einen Untermodul zu k[ G]-linearisieren.
Wir wollen es jetzt in leicht anderer Form benutzen um Projektoren zu definieren.

THEOREM 5.12. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0
und G eine endliche Gruppe. Fiir jeden einfachen Modul M gilt [M : k[G].s] = dimy M.
Weiterhin ist

dimy M
(5.6) = ——

o~ 2 (e g €Kl

geG

ein zentrales idempotentes Element, sodass k[Gliegpy = MaimiM,

BeweEis. Wir fixieren einen einfachen Modul M und schreiben A = ﬁ 2pec &

Schritt 0. Die Multiplizitit von M: Nach Korollar 5.8 gibt einen zu M isomorphen
Untermodul J C k[G],eg. Es folgt [M : Kk[Gleg] = dimy M aus dem Satz von Artin-
Wedderburn 5.3 .

Schritt 1. Zentralitit von py,: Fiir alle g, h € G ist yy(hgh™) = yu(g). Es folgt

> xu(h g hhgh™h = > xu(g)g’h = pu-h

8ceG g’'eG

dim]k M

|Gl

dim]k

|Gl

h.pM_

fir alle h € G. Demnach ist p, zentral.

Schritt 2. Eine alternative Beschreibung;:

Sei durch die Vektoren by, ..., b, € M eine Basis von M gegeben und f,, ..., f, € M~
die duale Basis. Eine direkte Rechnung zeigt, dass die Abbildungen

coevy: Kyiy — M Q M™, X — Z b; ® i,

$uiv: M*OK[G] — M*®Kk[G], y®x+— Zm®y(g »—) ® gx

16l &2
evy: MM — Kkyiy, Yy ® x — y(m)x
Homomorphismen von Moduln sind. Es sei
v = dimg M - (evy ® idi6))(idy ® Puiv)(coevy ® idijs)): k[G] — Kk[G],
d1m M
- ZZﬁl(g > bi)g - X.

|G| geG i=1

Fir alle h € Gist )., Bi(h> b;) = tr(py(h)) = ym(h). Somit folgt ¢dr(x) = pyx = xpu
fur alle x € k[Gliiy-
Schritt 3. Der Kern von ¢,;: Es gibt einen Isomorphismus von Moduln

0: M* ® k[Glieg — Homy (M, Kk[Glep), 0y @ x)m = y(m)x.
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Der besseren Lesbarkeit halber schreiben wir f,¢. = 0(y ® x) fiir alle Elementartensoren
y ® x € M* ® k[G]. Aus Ubung 2.3 folgt, dass dhllg‘lM Y 4eG 2uic1 fo-piogx €in Homomor-
phismus von Moduln ist fiir jedes x € k[G].es. Sei N C k[G],q €in Untermodul, sodass
[M : N]=0und n € N.Esist ¢p(n) = d‘Tg“M YeeG Dict fopogx(bi).

Schritt 4. Das Bild von ¢: Sei | C Kk[G].g so, dass M und J isomorph sind; mit
anderen Worten [M : J] = 1.

Gemif des Lemmas von Schur gilt ¢|; = Aid; fiir ein A € Endys)(M). Da char k = 0
gilt tr(¢ul;) = Adimy J = A dimy M. Wir wihlen ein Basis b7, ..., b, € J mit dualer Basis
Bi ..., By, € J*. Man beachte (B; ® b)) j<n ist eine Basis von M* ® J mit dualer Basis
(bi ® B)1<i j<n- Wir berechnen

dim]k M
|Gl

>0 Blg = b)B(g e b)) = dimy M tr(Beivly)-

geG i, j=1

tr(puly) =

Da aber ¢y|;: M*® ] — M* ® J ein Projektor ist, ist seine Spur gleich der Dimension
des Bildes. Wir wissen 0|7 dui|;0];: Homy(M, J) — Homy (M, J) ist die Projektion auf
die k[ G]-linearen Abbildungen von M nach J. Diese sind, da k algebraisch abgeschlossen
ist, nach dem Lemma von Schur eindimensional. Es folgt tr(¢,|J) = dimy M und damit
A = 1. Somit definiert @), € Endyjc)(k[Glreg) einen Projektor auf den Unterraum

Z M/ ~ MEBdim]kM‘

O

UBUNG 5.6. Sei (M, ») ein endlichdimensionaler k[ G|-Modul. In Ubung 3.1 wurde
gezeigt, dass der Dualraum M* ebenfalls ein Modul iiber k[ G| ist mittels der Wirkung
——: k[G]®@ M" — M, (gry)m=y(g " >m)
Wir fixieren eine Basis by, ..., b, € M von M und schreiben f, ..., , € M* fiir die duale
Basis.
(i) Zeigen Sie, dass die Abbildungen

coevy: Ky — M Q M, X —> Z b; ® B
i=1
evy: M® M — ]ktriv: Y ® x —> y(m)x
Homomorphismen von Moduln sind.

(ii) Nehmen wir an G sei endlich und (8,),cc die zu (g)gec duale Basis. Beweisen Sie:
Die Abbildung

w: ]k[G]reg - (]k[G]reg)*’ g Z 5e(g_1h)5h

heG
ist einen Isomorphismus von Moduln.

Wir méchten nun an einigen einfachen Beispielen illustrieren, wie wir aus dem
vorangegangenen Satz Projektoren auf einfache Moduln erhalten.

BEISPIEL 5.13. Sei G = (g | g° = e) eine zyklische Gruppe der Ordnung 3. Fiir jede
3-te Einheitswurzel { € C gibt es eine Darstellung

pe: C[G] — Aute(C)
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mit p;(g)x = {x fiir alle x € C. Der zugehorige Charakter y;: C[G] — C hat demnach
die Werte

xi(e) =1, x:(8) = ¢, x:(g) =1
Damit erhalten wir die zentralen Idempotente A; = e + {g + {*g* € C[G].

BEe1ispiEL 5.14. Die symmetrische Gruppe S; hat drei einfache nicht-isomorphe kom-
plexe Moduln. Davon sind zwei eindimensional:

P rivT - C[S3] ®C—C, oo piyd = A
— b= C[S3] ® C — C, 0> gend = sgn(o)A
Die zugehorigen zentralen Idempotente sind

1 1
Atriv = g Z € C[S3]> Asgn = g Z Sgn(U)U € C[S3]

0€S; OES;

Weiterhin ist die auf C? definierte Standarddarstellung einfach. Ihre Wirkung ist

pstd(e):(}) (j), paa((1 z>)=<_01 1), Pstd<<13>)=<_01 _ol>’

paal(2 3))=(1 _01), pstd((123))=<(l) j) pstd((132))=(j (1))

Wir schreiben z = (1 2 3). Es ist yga(e) = 2 und ya(z) = —1 = yga(2?). Fiir alle anderen
o € S3 ist ysq(o) = 0. Somit ist

—_

2
Agqg = 8(26 —z-7%.

UBUNG 5.7. Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle einfachen Moduln der Gruppenal-
gebra C|G] einer endlichen zyklischen Gruppe G und geben Sie die korrespondierenden
Idempotenten an.

UBUNG 5.8. Sei C[G] die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe. Beweisen Sie:

(i) Sind M und N zwei nicht-isomorphe einfache Moduln, so erfiillen ihre zugehorigen
zentralen Idempotente die Identitdt pypy = 0.

(ii) Sei (M, ..., M,) eine vollstindige Familie von Reprdsentanten einfacher Moduln.
Dann ist 1¢c[6) = Yoiey Pu;-

UBUNG 5.9. Zeigen Sie, dass die Quaternionengruppe Qs vier nicht-isomorphe einfa-
che eindimensionale komplexe Darstellungen hat und finden Sie das zu einer einfachen
zweidimensionalen Darstellung gehorende zentrale idempotente Element.
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Ubungsaufgaben aus Woche 5.

UBUNG 5.1. Sei D ein Schiefkorper und i € IN eine natiirliche Zahl.
(i) Zeigen Sie, dass Mat;(D) halbeinfach ist.

(ii) Beweisen Sie, dass jeder einfache Mat;(D)-Modul isomorph zu D' ist.

(iii) Folgern Sie, dass Mat; (D) x --- x Mat; (D) genau n paarweise nicht isomorphe
einfache Untermoduln hat.

(iv) Betrachten Sie schlief3lich eine endlichdimensionale halbeinfache Algebra iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Beweisen Sie unter Zuhilfenahme des
Satzes von Artin—Wedderburn, dass die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher
A-Moduln gleich der Dimension dimy Z(A) des Zentrums von A ist. Ist A = k[G]
eine Gruppenalgebra, so ist dimy Z(A) gleich der Anzahl der Konjugationsklassen
von G

UBUNG 5.2. Es seien M, N, O drei Moduln einer Algebra A und f: M — O und
g: N — O zwei A-lineare Abbildungen. Beschriften Sie die Pfeile des folgenden Diagrams
so, dass seine Kommutativitdt der universellen Eigenschaft der direkten Summe entspricht:

UBUNG 5.3. Seien M, N, O, P vier Moduln einer Algebra A. Beweisen Sie
Hom (M & N, O @ P) = Hom4(M, O) ® Hom(M, P) ® Hom4(N, O) & Hom,(N, P).
UBUNG 5.4. Beweisen Sie Lemma 5.7

UBUNG 5.5. Beweisen Sie den ersten Homomorphiesatz fiir Moduln:

Sei A eine Algebra und f: M — N sowie 1: M — Q zwei A-lineare Abbildungen,
wobei 1 surjektiv sei. Falls ker g C ker f existiert ein eindeutiger Homomorphismus von
A-Moduln h: Q — N, sodass f = ho .

UBUNG 5.6. Sei (M, ») ein endlichdimensionaler k[ G|-Modul. In Ubung 3.1 wurde
gezeigt, dass der Dualraum M* ebenfalls ein Modul iiber k[ G| ist mittels der Wirkung

——: K[G] ® M* — M", (gry)m=y(g~ >m)

Wir fixieren eine Basis by, ..., b, € M von M und schreiben f, ..., , € M* fiir die duale
Basis.

(i) Zeigen Sie, dass die Abbildungen
coevy: Ky — M Q@ M, X —> Z b; ® B
i=1

Vi M®M* —> Ky y ® x —> y(m)x

Homomorphismen von Moduln sind.
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(ii) Nehmen wir an G sei endlich und (8,),cc die zu (g)gec duale Basis. Beweisen Sie:
Die Abbildung

w: ]k[G]reg - (]k[G]reg)*’ g Z 5e(g_1h)5h
heG

ist einen Isomorphismus von Moduln.

UBUNG 5.7. Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle einfachen Moduln der Gruppenal-
gebra C[G] einer endlichen zyklischen Gruppe G und geben Sie die korrespondierenden
Idempotenten an.

UBUNG 5.8. Sei C[G] die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe. Beweisen Sie:

(i) Sind M und N zwei nicht-isomorphe einfache Moduln, so erfiillen ihre zugehorigen

zentralen Idempotente die Identitdt pypy = 0.
(ii) Sei (M, ..., M,) eine vollstindige Familie von Reprdsentanten einfacher Moduln.

Dann ist 1¢cig) = Yoieq P
UBUNG 5.9. Zeigen Sie, dass die Quaternionengruppe Qs vier nicht-isomorphe einfa-

che eindimensionale komplexe Darstellungen hat und finden Sie das zu einer einfachen
zweidimensionalen Darstellung gehorende zentrale idempotente Element.
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6. Woche 06: Charaktertheorie

[I]t is the precision of the concepts, the
shape of the arguments and the nature
of the use of symbols and language

that are characteristic for mathematics.

Edsger W. Dijkstra

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Charaktere und Klassenfunktionen
(ii) Gruppenwirkungen durch unitare Abbildungen
(iii) Elementare Eigenschaften von Charakteren
(iv) Die Klassifikation von Darstellungen durch ihre Charaktere
(v) Die Charaktertafel
(vi) Orthogonalitétsrelationen der Charaktertafel
Satz 5.12 zeigt, dass wesentliche Eigenschaften einfacher Darstellungen durch zen-
trale Idempotente der entsprechenden Gruppenalgebra bestimmt sind. Beziiglich der
kanonischen Basis (die wir mit den Elementen der Gruppe identifiziert haben) sind die
Koeffizienten durch Charaktere gegeben.
Konvention: Diese Woche werden wir uns auf endlichdimensionale komplexe Darstel-
lungen endlicher Gruppen beschranken.

WIEDERHOLUNG. Ein unitdrer Vektorraumist ein komplexer Vektorraum V, zusammen
mit einer Abbildung (—,—): V x V — C, die man ein Skalarprodukt nennt und die die
folgenden Axiome fiir alle u,v, w € V und A € C erfiillt:

(i) (w,v+ w) = (u,v) + (u, w) und (u, Av) = u,v),
(i) (u,v) = (v, u),

(iii) (u,u) > 0 und (u, u) = 0 genau dann, wenn u = 0.

Eine Familie an Vektoren (b;),; aus V heif3t ein Orthonormalsystem, wenn fir alle
i,j € Imiti # jgilt (b;, b;) = 1 und (b;, b;) = 0. Jedes Orthonormalsystem ist linear
unabhéngig. Ist es auch erzeugend, so spricht man von einer Orthonormalbasis.

Sei U C V ein Untervektorraum. Sein orthogonales Komplement ist

U2 {veV|{(uv)=0firalle u € U}

Essei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei unitdren Vektorraumen

(V. (= =)v) und (W, (=, —)w).
Die zu f adjungierte Abbildung® f': W — V ist eindeutig bestimmt durch

(f'(w),v)y ={w, f)w fiir alle we W,v e V.
Man nennt f unitir, falls es ein Isomorphismus ist und fiir alle u,v € V gilt, dass

(f(w), f)w = (w,v)y.

In diesem Fall ist f" das Inverse zu f.

WIEDERHOLUNG. Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung (V, p) einer
Gruppe G ist die Abbildung

Xvp: G—C, g — tr(p(g)).

®0Oftmals wird die adjungierte Abbildung auch mit f* bezeichnet. Um das Verwechslungspotential mit
der dualen Abbildung zu verringern schreiben wir fV.
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Ergibt sich die Wirkung p: G — Aute(V) aus dem Zusammenhang, schreiben wir auch
Xv = Xw.p)-

BEISPIEL 6.1. Sei V eine eindimensionale Darstellung einer endlichen Gruppe G.
Dann existiert fiir jedes g € G ein A, € V, sodass p(g)v = A, fiir alle v € V. Insbesondere
gilt yv(g) = A,. Da G nach Annahme endlich ist, ist g" = e fiir ein g € G. Also ist auch
Ay = 1. Es folgt, Charaktere eindimensionaler Darstellungen endlicher Gruppen nehmen
fiir jedes Gruppenelement eine Einheitswurzel als Wert an.

UBUNG 6.1. Zeigen Sie: Ist V eine mindestens zweidimensionale Darstellung V einer
Gruppe G, existieren Elemente g, h € G, sodass yy(gh) # xv(g)xv(h).

UBUNG 6.2. Sei (M, ») eine Menge mit einer Wirkung einer Gruppe G. Der Vektorraum
C[M] ist eine Darstellung von G mittels

p: G — Aute(C[M]), p(gm=gem.
Zeigen Sie, dass fiir alle g € G gilt yep(g) =[{me M | go-m = mj|.
Charaktere erlauben uns sofort die Dimension einer Darstellung zu bestimmen.

Be1spikL 6.2. Ist (V, p) eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G, dann
ist yy(e) = tr(p(e)) = tr(idy) = dime V.
Da Spuren invariant unter zyklischer Permutation sind, hangen Charaktere nur vom

Isomorphietyp einer Darstellung ab.

LEMmMA 6.3. Sind V und W isomorphe endlichdimensionale Darstellungen einer Gruppe
G, dann ist yy = yw.

BEwErs. Sei f: V — W ein Isomorphismus und g € G. Wir haben

xv(g) = tr(py()ef e f) = tr(f o pw(g)e f) = tr(fo f o pw(g)) = tr(pw(g)) = yw(g)-
O

Unser Ziel wird es sein, zu zeigen , dass die Umkehrung der Aussage des vorherigen
Lemmas gilt. Neben einem abstrakten Zugang fiir allgemeine algebraisch abgeschlossene
Korper der Charakteristik 0, der den Argumenten aus Satz 5.12 folgt, gibt es auch eine
geometrische Variante: Wir werden zeigen, dass Charaktere eine Orthonormalbasis des
Vektorraums der Klassenfunktionen bilden.

DEFINITION 6.4. Eine Klassenfunktion ist eine Abbildung ¢£: G — C, sodass

E(ghg™) = &(h) fir alle g, h € G.
Sind &, &: G — C zwei Klassenfunktionen und A € C, so ist auch
A+ & G—C, g — A&(g) + &(g)
eine Klassenfunktion. Damit erhalten wir den Untervektorraum
(6.1) {&: G — C | ¢ ist eine Klassenfunktion} C C[G]

der Klassenfunktionen.
Das nachste Lemma folgt sofort aus der zyklischen Invarianz der Spur.

LEMMA 6.5. Der Charakter yy einer Darstellung V einer Gruppe G ist eine Klassenfunk-
tion.
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UBUNG 6.3. Beweisen Sie Lemma 6.5.

LEMMA 6.6. Der Untervektorraum der Klassenfunktionen einer Gruppe G bildet das
Zentrum Z(C[G]) ihrer Gruppenalgebra C[G]. Seine Dimension ist gleich der Anzahl der
Konjugationsklassen von G.

BeEweis. Es sei {: G — C im Zentrum von C[G] und g € G. Wir schreiben

0 sonst.

1 =
dg: G— C, 8g(h):{ g=h

Nun ist
{(hgh™) = Z n1(x)(¥)an(2) = (9r-1n)(g) = {(g)
x,y,26G,xyz=g

Es folgt, { ist eine Klassenfunktion.

Umgekehrt seié: G — C eine Klassenfunktion und ¢: G — C eine Abbildung. Es
gilt
EN= D, D= ), IO xy= D, WEE) = B)g).

x,y€G,xy=g x,y€G,xy=g x,y€G,yx=g

Seien gi, ..., g, € G so, dass jedes g € G zu einem eindeutigen g; konjugiert ist. Fir

1 <i < n definieren wir die Klassenfunktion

& G—C,

P 1 g ist konjugiert zu g
0 sonst.

Betrachten wir nun eine beliebige Klassenfunktion £: G — C. Fiir jedes g € G existiert
eine eindeutige Zahl 1 < i < n, sodass g konjugiert ist zu g;. Wir haben

E(g) = E(g) = ), E(gEi(g) = (Z §(gj)§j> (8)-

j=1 j=1
Da die Koeffizienten dieser Linearkombination eindeutig definiert sind, ist &, ..., &, eine
Basis des Zentrums Z(C[G]). O

BEMERKUNG 6.7. Wenn wir, wie zuvor, fiir jedes Element g € G die Abbildung
dg: G —> Cmit g € C[G] identifizieren erhalten wir aus dem Beweis des vorangegange-
nen Lemmas, dass Klassenfunktionen Elementen der Form

Z A8, Ay € C, wobei Ay = Ay, fiiralle g, h € G
geG

entsprechen.

Um die Rolle der Charaktere im Raum der Klassenfunktionen besser zu verstehen,
mochten wir zunachst die grundlegende Arithmetik von Charakteren besser verstehen.
Zunichst beobachten wir, dass sich auf jedem Vektorraum ein Skalarprodukt definieren
lasst. Dazu fixieren wir eine Basis (b;);c; und setzen

1 i=j
—, =) Vv vV C, bi, b i) =
< > v < J> {O sonst.

Die Basis (b;);e; wird so, per Definition, zu einer Orthonormalbasis. Unser Fokus wird
insbesondere auf Skalarprodukten liegen, die mit der Gruppenwirkung kompatibel sind.
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DEFINITION 6.8. Man bezeichnet ein Skalarprodukt (—,—): V x V — C auf dem
zugrundeliegenden Vektorraum einer Darstellung (V, py) einer Gruppe G als G-invariant,
wenn

(p(g, p(g)w) = (v, w) fir alle g € G,o,we V.

Wie zuvor, werden wir das Element A = ﬁ 2.¢cc & € C[G] benutzen um aus einem
gewohnlichen Skalarprodukt ein G-invariantes zu erhalten.

LEMMA 6.9. Sei (V, p) eine Darstellung einer Gruppe G und(—,—): VxV — C ein
Skalarprodukt. Dann ist

(—.=)et VXV —C, (v, whe = — Y p(ghv, p(g)w)

g€eG

[€]
ein G-invariantes Skalarprodukt.

BEWEIS. Seien u,v,w € Vund A € C. Wir berechnen

o+ wo = 1z G| = TP + W) = Gl = P p) + s p()w)
8€G geG
S o) p(g) + = 3y, plh)w) = ()6 + (1, W,
|G| geG |G| heG
(Yo = — Y (p(gu, pM)) = = 3 Ap(g)u plg)v)
|G| 16l £
S (o plghv) = A, v,
|G| g€eG
(w)e = = Y{p(@u plgh) = — 3 (p(@, P} = (o, who.
|G| geG |G| g€G
(u, u)g = Gl Z(p(g)u p(g)u) > 0und (u, u)g = 0 genau dann, wenn u = 0.
g€eG

Damit ist (—,—)g: V x V — C ein Skalarprodukt auf V. Wir haben fir g € G und
u,vev

(@, (eI = =S oY, p( ) = (00

L S (p(hg)u, plhg)w) =
|G| heG

|G| heG
[

In Ubung 3.7 haben wir bereits gesehen, dass wir Darstellungen tensorieren kénnen
und auch auf Morphismenraumen zwischen Darstellungen wirken kénnen.

DEFINITION 6.10. Sei G eine Gruppe sowie (V, py) und (W, py,) zwei Darstellung.
Das Tensorprodukt von (V, py) und (W, py) hat V. ® W als zugrundeliegenden Vek-
torraum und die Wirkung

prew: G — Autc(V @ W), praw(g)® ® w) = (pv(gv) ® (pw(g)w).
Der Raum der C-linearen Homomorphismen Hom¢(V, W) ist eine Darstellung mittels
Prome(v,w): G —> Aute(Home(V, W)), Promev.w)(&)f = pw(g) e fov(g™)

Ist (W, py) die triviale Darstellung, schreibt man (V*, py+) £ (Homc(V, C), PHome(v.Co))
und nennt es die duale Darstellung von (V, py).
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Wir kénnen nun elementare arithmetische Eigenschaften von Charakteren beschrei-
ben.

LEMMA 6.11. Seien V und W zwei Darstellungen einer Gruppe G. Fiir alle g € G gilt
(i) xv(e) = dime V,

(i) xv(g™) = xv(g),

(iii) |xv(@)| < dime V, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn py(g) = Aidy fiir ein

AeC,

(iv) xvew(g) = xv(g) + xw(g)
) xvew(g) = xv(@xw(g),

i) xv(g) = xv(g)

(Vi) Xtome(v.w)(8) = xv(g)xw(g)

Bewers. Wir fixieren ein Element g € G.

Zu (i) = Esist yy(e) = tr(py(e)) = tr(idy) = dimc V.

Zu (ii) : AusLemma 6.9 folgt, dass es ein Skalarprodukt auf V gibt, sodass G diesbeziiglich
durch unitare Abbildungen wirkt. Wir wahlen eine Orthonormalbasis % von V
und schreiben U = p(g)2. Esist UV = U™ = p(g)2. Fiir 1 < i, j < dim¢ V gilt
U = Uj. Daraus folgt xv(g™") = xv(g).

Zu (iii) : Sei n € N die Ordnung von g. Es ist py(g)" = py(g") = idy. Damit ist das
Minimalpolynom von py(g) ein Teiler von x" — 1 und py(g) diagonalisierbar.
Die Eigenwerte A, ..., A, sind n-te Einheitswurzeln. Damit haben wir mittels
der Dreiecksungleichung

vl =14 + = + Al < MMl + -+ + [An] = dime V,
wobei genau dann Gleichheit gilt, wenn A; = -+ = A,
Zu (iv) : Aus Ubungsaufgabe 6.4 folgt
xvew(g) = tr(pvew(g)) = tr(pv(g)) + tr(pw(g)) = xv(g) + xw(g)
Zu (v) : Mittels Ubungsaufgabe 6.4 erhalten wir
xvew(g) = tr(pvew(g)) = tr(pv(g)) tr(pw(g)) = xv(g)xw(g).
Zu (vi) : Per Definition ist py-(g) = py(g™!)". Damit folgt die Aussage aus Teil (ii) des

Beweises und Ubungsaufgabe 6.4
Zu (vii) : Wir betrachten den kanonischen Isomorphismus

§: V'@ W — Homc(V, W), Iy @ wv = y(v)w.
Sei h € G. Es gilt
(pvew(M)(y ® w)v = (pv-(h)y ® pw(h)wlv = y(py(h™Iv)pw(h)w
= (PHomc(v,wy(M(F(y ® w)))v

Alsoist 3: V* ® W — Homc(V, W) ein Isomorphismus von Darstellungen.
Die Aussage folgt nun aus Lemma 6.3 sowie den Punkten (v) und (vi).

O
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UBUNG 6.4. Seien V, W zwei endlichdimensionale Vektorrdume und f € Endc(V') sowie
g € Ende(W). Wir schreiben

fegVew —VeWw, (f ® ), w) = (f(v), g(w))
fRg VAW —>VRW, (fRgwew=f(v)® g(w)
v —=vy (f v =y(f()

(i) Beweisen Sie, dass tr(f @ g) = tr(f) + tr(g).
(ii) Zeigen Sie, tr(f @ g) = tr(f) tr(g).
(iii) Begriinden Sie, dass tr(f*) = tr(f).

THEOREM 6.12. Durch die Abbildung

(62) (= -)e: CIGIxCIG] — € (60 =15 = Y Tt

geG
ist ein G-aquivariantes Skalarprodukt auf der regularen Darstellung von G definiert und
fiir alle Darstellungen V, W von G gilt
(6.3) (xvs xw)e = dimHomg(V, W).

Sei (Vy,..., V) ein vollstdndige Familie an Reprasentanten einfacher Darstellungen. Th-
re Charaktere i, ..., y, bilden ein Orthonormalsystem und spannen das Zentrum Z(C[G])
auf.

BEwEIs. Um zu sehen, dass (—, —)s: C[G] xC[G] — C ein G-invariantes Skalarpro-
dukt ist, wahlen wir g € G und &, € C[G] und bestimmen

(Preg(8)Ls Preg(8)E)c = Z (Preg(&) (M) (preg(8)E)(H) =

heG

Z LIEH) = (L, E).

heG

LY W e h)

|G| heG

[€]

e

Seien nun V und W zwei Darstellungen von G. Wir schreiben

uiv: Home(V, W) — Home(V, W), — G =Y prtometr ()
g€eG

fiir den Projektor auf den Untervektorraum der Homomorphismen von Darstellungen.
Es ist

1 I 1 1
<XV’ XW>G = @ Z XV(g)XW(g) = @ Z XHomC(V>W)(g) = @ Z tr(pHomC(V,W)(g))
gEG gEG gEG
- <|G| Z PHome(V, W)(g)> = tr(¢triv)~

g€eG

Da ¢y, idempotent ist, folgt dim Homg(V, W) = dimim ¢y, = tr(puiy)-

Fiir einfache Darstellungen M und N ergibt sich damit sofort aus dem Lemma von
Schur, dass
1 M=N,

(xms xv) = dimHomg(M, N) = {
0 sonst.

Sei also (V, ..., V,,), ein vollstindige Familie an Reprisentanten einfacher Darstellungen
von G deren Charaktere wir mitys, ..., y, bezeichnen. Diese sind wegen des Lemmas von
Schur ein Orthonormalsystem.
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Nehmen wir an £: G — C sei eine Klassenfunktion, die orthogonal zum Spann
spaneg(xi, ..., xu) ist. Fir jede Darstellung (V, p) von G definiert

fer V—V, v Z £(@)p(g ™
|G| g€eG

einen Homomorphismus von Darstellungen.
Sei U C V einfach, so ist f;(U) C U und es gibt ein A € C, sodass f;(u) = Au fiir alle
u € U. Nun gilt

Adime U = tr(f;) = |G|Z§(g> r(p(g™) = |G|Z§(g))(v(g D

g€eG g€eG

Z E@xv(®) = (v, &) = 0.

" al =
Damit ist aber auch f; = 0 die (konstante) Nullfunktion. Setzen wir V' = C[ G, folgt,
dass & = 0. Also gilt spanc(xi, ..., x») = Z(C[G]). O

Wir wissen wegen des Satzes von Artin-Wedderburn, dass es genau so viele Isomor-
phieklassen einfacher Darstellungen gibt wie Konjugationsklassen der Gruppe. Daraus
folgt ebenfalls, dass die Charaktere das Zentrum der Gruppenalgebra aufspannen.

KoROLLAR 6.13. Sei G eine Gruppe und (Vi,..., V,) eine vollstindige Familie an
Repréasentanten einfacher Darstellungen und W eine beliebige endlichdimensionale
Darstellung. Es gilt:

(l) W = V1<)(W:XV1> DB Vé){w,){vn)’

(iii) W ist genau dann einfach, wenn (yw, yw) = 1.

UBUNG 6.5. Beweisen Sie Korollar 6.13.

DEFINITION 6.14. Es sei (Vi,..., V,) eine vollstindige Familie an Représentanten
einfacher Darstellungen der Gruppe G und g, ..., g, eine vollstandige Familie an Repra-
sentanten der Konjugationsklassen von G. Ihre Charakter-Tafel ist A = (yv,(g;))1<i j<n-

Die vorherigen Resultate zeigen, dass die Charaktertafel nicht von der Wahl der
Représentanten der einfachen Darstellungen und der Konjugationsklassen abhiangt. Wir
prasentieren die Charakter-Tafel als eine Tabelle deren Zeilen wir mit den Reprasentanten
einfacher Darstellungen kennzeichnen und deren Spalten mit den Reprasentanten der
Konjugationsklassen der Gruppe beschriftet sind.

BEISPIEL 6.15. Sei G = (g | g° = e) die zyklische Gruppe mit 3 Elementen. Wir
fixieren 1 # { € C, sodass {* = 1. Es gibt drei [somorphieklassen einfach Darstellungen.
Wir bezeichnen diese mitVyo, V;, V2, wobei jeweils dim V; = 1 und die Wirkung durch
die Zuordnung p;(g)v = {'v fiir alle € V; mit 0 < i < 2 eindeutig definiert ist. Damit ist
die Charakter-Tafel

el g|g

Xeiv | 1] 1|1
xe |11 ¢ ¢

xe |13 ¢

Wobei yiy = )(Vgo, X = )(Vgl und y; £ X2+
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UBUNG 6.6. Bestimmen Sie die Charaktertafel der Gruppen Z./5Z., Z./4Z. und der
Quaternionengruppe Qs.
Hinweis: Benutzen Sie, dass die Quaternionengruppe 4 nicht-isomorphe einfache Darstel-

lungen hat und dass die Charaktere eine Orthonormalbasis des Zentrums der Gruppenalgebra
C[ Q3] sind.

UBUNG 6.7. Es seien G, H zwei Gruppen, deren Charaktertafeln gegeben sind durch:

Glelg|l&| & H |e|h | hy | hs
Xtriv 1 1 1 1 Xiriv 1 1 1 1
xr |11 |=1]—i xr |[1|-1] 1 |-1
X2 |1]-1] 1 |-1 X2 | 1] 1 |-1|-1
xs |1 —i|-1| i xs |1|-1|-1| 1

Bestimmen Sie G und H bis auf Isomorphie.
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UBUNG 6.1. Zeigen Sie: Ist V eine mindestens zweidimensionale Darstellung V einer
Gruppe G, existieren Elemente g, h € G, sodass yy(gh) # xv(g)xv(h).

UBUNG 6.2. Sei (M, =) eine Menge mit einer Wirkung einer Gruppe G. Der Vektorraum
C[M)] ist eine Darstellung von G mittels

p: G — Aute(C[M]), p(g)m = gw-m.
Zeigen Sie, dass fiir alle g € G gilt () =[{me M | gom = mj|.
UBUNG 6.3. Beweisen Sie Lemma 6.5.

UBUNG 6.4. Seien V, W zwei endlichdimensionale Vektorrdume und f € Endc(V') sowie
g € Endc(W). Wir schreiben

feg VoW —Vew, (f ® &), w) = (f(v), g(w))
fRgVOIW - —>VRW, (fRgwew=fv)® g(w)
ffve—= v (f*Vo=y(f©)

(i) Beweisen Sie, dass tr(f & g) = tr(f) + tr(g).
(ii) Zeigen Sie, tr(f ® g) = tr(f) tr(g).
(iii) Begriinden Sie, dass tr(f*) = tr(f).

UBUNG 6.5. Beweisen Sie Korollar 6.13.

UBUNG 6.6. Bestimmen Sie die Charaktertafel der Gruppen Z./5Z., Z./4Z. und der
Quaternionengruppe Qs.

Hinweis: Benutzen Sie, dass die Quaternionengruppe 4 nicht-isomorphe einfache Darstel-
lungen hat und dass die Charaktere eine Orthonormalbasis des Zentrums der Gruppenalgebra
C[ Q3] sind.

UBUNG 6.7. Es seien G, H zwei Gruppen, deren Charaktertafeln gegeben sind durch:

Glelg|l&| & H |e|h | hy | hs
Xtriv 1 1 1 1 Xiriv 1 1 1 1
i 1 [ -1 =i 1 -1]1 -1
v |1]-1]1 -1 v |11 [-1]-1
xs | 1| —i|—-1| i xs |1|-1]-1|1

Bestimmen Sie G und H bis auf Isomorphie.
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7. Woche 07: Eigenschaften von Charaktertafeln

My work has always tried to unite the
true with the beautiful and when I had
to choose one or the other, I usually
chose the beautiful.

Hermann Weyl

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Die Orthogonalitétsrelationen der Charaktertafel
(ii) Einige Beispiele fiir Charaktertafeln
(iii) Charaktertafeln und normale Untergruppen

Hinweis: Wegen des Feiertags findet am Donnerstag keine Vorlesung statt.

Konvention: Wir betrachten diese Woche ausschliefilich endlichdimensionale komple-
xe Darstellungen endlicher Gruppen.

Das Ziel dieser Woche ist es kombinatorische Invarianten der Charaktertabelle einer
endlichen Gruppe zu finden. Zur Wiederholung: Dabei handelt es sich um eine quadrati-
sche Matrix deren Grofe von der Anzahl der Konjugationsklassen der Gruppe abhéngt.
Wir schreiben diese als Tabelle und kennzeichnen die Zeilen mit den Représentanten
einfacher Darstellungen wéhrend die Spalten mit den Konjugationsklassen der Gruppe
identifiziert werden.

Die reguldre Darstellung einer Gruppe zerlegt sich in die direkte Summe einfacher
Unterdarstellungen. Diese Eigenschaft hat ein Pendant auf Seiten der Charaktere. Fiir
ein gegebenes Gruppenelement g € G bezeichnen wir mit C, = {hgh™' | h € G} seine
Konjugationsklasse.

LEMMA 7.1. Es seien(Vy,..., V,,) und(gi, ..., &) vollstindige Familien an Reprdsentanten
einfacher Darstellungen beziehungsweise Konjugationsklassen von G. Die Matrix

f|Cj|
U= ( |(§| xvi(g)
1<i,j<n

BewEels. Wir miissen zeigen, dass T'U=Id=UU".Sei1 < i, j < n. Wir berechnen

—T N7 5 1C [ICk] N -
WUT )y = 3, Usliy = 37 [ 5 Toy 1 80xn (80 = 15 22 1Culxv, (80w (g0
o =R =

> v @) = (v e
g€G

ist unitdr.

1
|Gl

Damit ist (UUT),-]- — 1 wenn i = j und 0 sonst und somit UT " = Id. Insbesondere ist
det U # 0 und U damit invertierbar. Aus der Eindeutigkeit des Inversen folgt U™ = T’
undU'U=U"U=1d O

Das vorangegangene Lemma zeigt, dass die Spaltenvektoren einer Charaktertafel
orthogonal sind; im Allgemeinen aber nicht normal. Die Zeilenvektoren erfiillen ebenfalls
eine Orthogonalitatseigenschaft wenn man jeden Eintrag entsprechend der zugehorigen
Konjugationsklasse reskaliert.
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BEeIspIEL 7.2. Die symmetrische Gruppe S; hat drei Konjugationsklassen. Diese sind
{e}, {(1 2),(13),(23)} und {(1 2 3),(13 2)}. Es gibt 2 nicht-isomorphe einfache Darstel-
lungen: Die triviale Darstellung (C, pyiv) und die Vorzeichendarstellung (C, pg,). Damit
erhalten wir die ersten zwei Zeilen ihrer Charaktertafel.

S; lel(12)] @ 23)
Yeiw | 1] 1 1
Yo | 1] —1 1
Yed | 2] 0 1

Die dritte Zeile korrespondiert zur Standarddarstellung. Wir wollen ihre Werte verifizieren
ohne unsere expliziten Kenntnisse der Darstellung zu benutzen.

Wegen Lemmas 7.1 miissen die Spalten der Charaktertafel orthogonal sein. Es ist
demnach

0=1-D+0- D)+ 2 xua((12) = xua(@2) =0,
0=>1-D+1- 1)+ 2 3u((123)) = xua((123)) =-1.

Exemplarisch wollen wir noch die Orthogonalitdt zwischen der zweiten und dritten
Zeile der Charaktertafel tiberpriifen. Wir haben

1-:2+B-(-1)-@-0)+(2-1)-(2-(-1))=0.

Weiterhin konnen wir die Norm eines Spaltenvektors der Charaktertabelle explizit
ausnutzen um eine Relation mit der Kardinalitat der zugehorigen Konjugationsklasse
aufzustellen.

KoroLLAR 7.3. Es sei C = {ghg™! | g € G} die Konjugationsklasse eines Elements
h € G. Es gilt

Gl ~—s
o > W (h),
=
wobei (Vi, ..., V) eine vollstindige Familie an Repréisentanten einfacher Darstellung ist.

Fiir h = e ergibt sich |G| = Y., (yv.(e))? = Y.L, (dime V)2

BEWEIs. Sei (gi,..., &) eine vollstandige Familie an Représentanten der Konjuga-
tionsklassen von G und ohne Beschrankung der Allgemeinheit & = g;. Gemaf} des

vorherigen Lemmas ist die Matrix U = (, /% xvi( g]-)> unitdr. Damit folgt, dass der
1

<i,j<n
erste Spaltenvektor normiert ist. Unter Verwendung von g; = h erhalten wir

_ Cil——= G Cil & ——
b= Z \’%X"f(gl) "\ /%Xw(g&) = H Z xvi(h) yv, (h).

Es folgt ausyy(e) = dim¢ V fiir jede Darstellung V von G, dass
Gl = Z xvi(e)xv,(e) = Z (e’ = Z(dimc V)2,
=1 =1 i=1
O

UBUNG 7.1. Sei G eine Gruppe. Wir definieren [G, G| als die von {ghg'h™" | g,h € G}
erzeugte Untergruppe.

(i) Zeigen Sie, dass |G, G| eine normale Untergruppe von G ist. Man nennt den Quoti-
enten Gy, £ G/|G, G] die Abelianisierung von G.
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(ii) Sei m: G —> G, die kanonische Projektion. Begriinden Sie, dass jede Darstellung
(V, p) von G eine Darstellung (V, pap) von G, definiert, sodass pgp o m = p.

(iii) Beweisen Sie dass jede eindimensionale Darstellung (V, 0) von Gy, sich zu einer
Darstellung von G fortsetzen ldsst mittels der Wirkung

p: G—V, p(g = o([g]v

(iv) Folgern Sie, dass die Isomorphieklassen eindimensionaler Darstellungen von G und
von G, in Bijektion stehen.

UBUNG 7.2. Betrachten Sie die Diedergruppe Ds und die Quaternionengruppe Qs, be-
stimmt durch

Dg={a,b|a*=e b*=¢eaba="b> und Qs = (i, j|i* = e, j* =i ji = i°}j).

(i) Zeigen Sie, dass Dg und Qg nicht isomorph sind.

(ii) Begriinden Sie, dass Dy und Qs vier nicht-isomorphe eindimensionale Darstellungen
haben.

(iii) Seien Ap, und Ag, die Charaktertabellen von Ds und Qs. Beweisen Sie, Ap, und
Ag, bis auf Zeilenvertauschung iibereinstimmen. Das bedeutet: Es gibt eine Permu-
tationsmatrix P, sodass PAg = Ay.

(iv) Beweisen Sie, dass die Gruppenalgebren C[Dg| und C[Qg] isomorph sind.

UBUNG 7.3. Es seien Vi, ..., Vs und Wi, ..., Ws vollstindige Familien an Reprdsentanten
einfacher Darstellungen von Dy beziehungsweise Qg, wobei

Dg={a,b|a*=e b*=¢eaba="b> und Qs = (i, j|i* = e, j* =i ji = i°j).

(i) Bestimmen Sie fiir jedes 1 < I, k < 5 alle einfachen Unterdarstellungen von V; ® V.
und ihre Multiplizitdt.

(ii) Bestimmen Sie fiir jedes1 < I, k < 5 alle einfachen Unterdarstellungen von W;® W
und ihre Multiplizitdt.

BEIsPIEL 7.4. Wir betrachten die symmetrische Gruppe S;. Diese hat 5 Konjugati-
onsklassen die durch die Elemente e, (1 2), (1 23), (1 2)(34) und (123 4) reprasentiert
sind. Es ist |Ce| = 1, |C )l = 6, |C123)| = 8, [Cauzyial = 3 und |C(1234| = 6. Wir kennen
bereits zwei nicht-isomorphe einfache Darstellungen: Die triviale Darstellung und die
alternierende Darstellung (sign representation). Diese tragen wir in die Charaktertabelle
von S, ein:

S, lel2)|(123)|(12)(34)]|(1234)
Niriv 1 1 1 1 1
Xen | 1] -1 1 1 -1
x 121 0 -1 2 0
Xy 3] 1 0 -1 1
Xstd

Die Konstruktion der kolorierten Werte wollen wir nun schrittweise nachvollziehen.
Sei (by, ..., by) die Standardbasis von C*. Betrachten wir die Darstellung

p: Sy — Aute(CH), definiert durch p(a)b; = by, fur alle o € S,.
Ihr Charakter erfullt:
xe(@)=4,  xe((12)=2  xe((123) =1,
xes((12)34) =0,  xe:((1234)) =0,
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Nun ist
4+12+8 _

1
(Xirivs Xci)s, = 24 Z Xes(g) = 24

g€S4
und damit die triviale Darstellung ein direkter Summand von C* mit Multiplizitit eins.
Wir schreiben ygq = xct — Xuiv fur den Charakter ihres Komplements. Dieser hat die
Werte

Ya(e) =3, xaa((12)) =1, xua((123)) =0,
Xa((12)34)=-1, xa((1234)=-1,

Da (Yud> Xotd)s, = 33 Dges, Xera(@)Xara(g) = 75 = 1ist die zu yyq gehorende Standard-
darstellung der Gruppe S, einfach.
Sei y, = Xsgnosta der Charakter des Tensorprodukts aus der Vorzeichendarstellung

und der Standarddarstellung. Es ist

U 1005, = 52 2 1@1(0) = 5= . T pan (P I1()

o€ES, 0€ES,

= l Z Xx(o-))(x(o-) = <Xx’ Xx>S4 =1
24 O€ES,

Demnach wird durch y, eine einfache Darstellung der Dimension y,(e) = 3 beschrieben.
Es ist Yetds )(y> = 0, woraus folgt, dass wir eine weitere, zu den bereits gefundenen
Darstellungen nicht isomorphe, einfache Darstellung haben.

Zu guter Letzt bestimmen wir aus der Orthogonalitat der Spalten der Charaktertabelle
die fehlende rot markierte Zeile. Diese muss eine 2-dimensionale Darstellung beschreiben,
da 24 = 12 + 1* + y(e)* + 3% + 3% impliziert y,(e) = 2.

Zum Abschluss des Themenkomplexes wollen wir noch eine Anwendung von Cha-
raktertabellen diskutieren.

THEOREM 7.5. Sei (Vi, p1), ..., (Vy, pn) eine vollstindige Familie an Repréasentanten
einfacher Darstellungen der Gruppe G und N C G eine normale Untergruppe. Es gilt
N = ni ker p;, wobei

I={ie{l,..,n}| N Ckerp;}.

Beweis. Offensichtlich gilt N C n¢; ker p;. Umgekehrt wirkt G auf C[G/N | mittels

p: G — Autc(C[G/N]), p(gh] = [gh]

und es gilt ker p = N. Nach Lemma 5.9 gilt C[G/N] = V;' @ - @ V fiir eindeutige
Zahlen [;,..., 1, € N. Es ist kerpvllea--ev’" = Nje ker p;, wobei J ={j € {1,...,n} | [; > 1}.

Insbesondere ist N C ker p; fiir alle j € J und damit J C I. Es folgt
Nier ker p; € Njey ker p; = N.

LEMMA 7.6. Sei (V, py) eine Darstellung einer Gruppe G. Es gilt
ker py ={g € G| yv(g) = dim V}.

BeEweis. Ist g € ker py, so ist py(g) = idy und damit yy(g) = dim V. Nehmen wir
umgekehrt an yy(g) = dim V. Wir wissen wegen Lemma 6.11, dass |yy(g)| = dim V
genau dann, wenn py(g) = Aidc fiir ein A € C. Da dann yy(g) = Adim V folgt A = 1 und
g € ker py. U
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UBUNG 7.4. ChatGPT wurde die Frage gestellt, eine (endliche) Gruppe G = N X H
zu finden, sodass fiir eine vollstindige Familie an Reprdsentanten einfacher Darstellungen
Viseoos Vi, Vi gilt, dass dim Vy = -- =dim V,, = 1 und dim V,,,; = 3.

Bestdtigen oder widerlegen Sie die (iibersetzte und gekiirzte) Antwort.

ChatGPT: Die Ordnung der Gruppe muss n+9 sein, wobei n die Anzahl der 1-dimensionalen
einfachen Darstellungen ist. Wir wihlen G = (Z./3Z. x Z./37.) X\ Z./3Z., wobei Z./37Z. durch
zyklische Permutation auf Z./3 x Z./37Z. wirkt. Diese Gruppe hat Ordnung 27. Alle Darstel-
lungen der normalen Untergruppe N = Z./37Z. x Z./3Z. C G sind eindimensional.

Eine nichttriviale Wirkung von Z./3Z. aufZ./3Z.x 7./ 3Z. fiihrt zu einer 3-dimensionalen
Darstellung. Deshalb hat G bis auf Isomorphie genau eine 3-dimensionale Darstellung. Alle
anderen einfachen Darstellung sind eindimensional.
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UBUNG 7.1. Sei G eine Gruppe. Wir definieren |G, G| als die von {ghg 'h™' | g,h € G}
erzeugte Untergruppe.

(i) Zeigen Sie, dass |G, G| eine normale Untergruppe von G ist. Man nennt den Quoti-
enten Gy, £ G/|G, G] die Abelianisierung von G.
(ii) Sei m: G — Gy, die kanonische Projektion. Begriinden Sie, dass jede Darstellung
(V, p) von G eine Darstellung (V, pap) von G, definiert, sodass pg, o m = p.
(iii) Beweisen Sie dass jede eindimensionale Darstellung (V, p) von Gy, sich zu einer
Darstellung von G fortsetzen ldsst mittels der Wirkung

p: G—V, p(gv = o([g]v.

(iv) Folgern Sie, dass die Isomorphieklassen eindimensionaler Darstellungen von G und
von G, in Bijektion stehen.

UBUNG 7.2. Betrachten Sie die Diedergruppe Ds und die Quaternionengruppe Qs, be-
stimmt durch

Ds={(a,b|a*=e b*=e aba=10" und Qs = (i, j|i* = e, j* =% ji = i°}).

(i) Zeigen Sie, dass Dg und Qg nicht isomorph sind.
(ii) Begriinden Sie, dass Dy und Qg vier nicht-isomorphe eindimensionale Darstellungen
haben.

(iii) Seien Ap, und Ay, die Charaktertabellen von Ds und Qgs. Beweisen Sie, Ap, und
A, bis auf Zeilenvertauschung iibereinstimmen. Das bedeutet: Es gibt eine Permu-
tationsmatrix P, sodass PAg = Ag.

(iv) Beweisen Sie, dass die Gruppenalgebren C|[Dg| und C[Qs] isomorph sind.

UBUNG 7.3. Es seien Vi,..., Vs und Wi, ..., Ws vollstindige Familien an Reprdsentanten
einfacher Darstellungen von Dg beziehungsweise Qg, wobei

Ds={(a,b|a*=e b*=e aba=10" und Qs = (i, j|i* = e, j* =i ji = i°}).

(i) Bestimmen Sie fiir jedes 1 < I, k < 5 alle einfachen Unterdarstellungen von V; ® V.
und ihre Multiplizitdt.

(ii) Bestimmen Sie fiir jedes 1 < I, k < 5 alle einfachen Unterdarstellungen von W;® W
und ihre Multiplizitdt.

UBUNG 7.4. ChatGPT wurde die Frage gestellt, eine (endliche) Gruppe G = N x H
zu finden, sodass fiir eine vollstindige Familie an Reprdsentanten einfacher Darstellungen
Viyeoos Vi, Vi gilt, dass dim V; = -- =dim V,, = 1 und dim V,,,; = 3.

Bestdtigen oder widerlegen Sie die (iibersetzte und gekiirzte) Antwort.

ChatGPT: Die Ordnung der Gruppe muss n+9 sein, wobei n die Anzahl der 1-dimensionalen
einfachen Darstellungen ist. Wir wihlen G = (Z./3Z. x Z./37.) X Z./3Z., wobei Z./37Z. durch
zyklische Permutation auf Z./3 x Z./3Z. wirkt. Diese Gruppe hat Ordnung 27. Alle Darstel-
lungen der normalen Untergruppe N = Z./37. x Z./3Z. C G sind eindimensional.

Eine nichttriviale Wirkung von Z./37Z. auf Z./3Z.x Z./ 3Z. fiihrt zu einer 3-dimensionalen
Darstellung. Deshalb hat G bis auf Isomorphie genau eine 3-dimensionale Darstellung. Alle
anderen einfachen Darstellung sind eindimensional.



8. WOCHE 08 UND 09: INDUKTION UND RESTRIKTION 64
8. Woche 08 und 09: Induktion und Restriktion

The slogan is “Adjoint functors arise
everywhere”.

Saunders MacLane — Categories for
the working mathematician.

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Permutationsdarstellungen
(ii) Induzierte Darstellungen
(iii) Restriktionen von Darstellungen
(iv) Rechenregeln fiir Induktion und Restriktion
Wir haben in den letzten Wochen verschiedene Kriterien entwickelt um die Einfach-
heit einer Darstellung zu bestimmen. Eine wiederkehrende Schwierigkeit, besonders bei
groferen Gruppen, ist es dabei handhabbare Beispiele von Darstellung zu erhalten auf die
wir unsere Methoden anwenden konnen. Diese wollen wir in dieser Woche entwickeln
und dabei Untergruppen von G und deren Darstellungstheorie benutzen.
Da es sich bei den sogenannten induzierten Darstellungen um abstrakte Gebilde
handelt (Linksadjungierte Funktoren in der Sprache der Kategorientheorie) mochten wir
parallel dazu moglichst deskriptive Beispiele betrachten.

WIEDERHOLUNG. Eine G-Menge ist eine Menge M zusammen mit einer Wirkung
>: Gx M — M der Gruppe G, sodass fiir alle m € M und g, h € G gilt

e-m=m, gv(hem)=ghe-m.
BE1spiEL 8.1. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Die Menge der Nebenklassen
G/H = {gH | g € G} ist eine G-Menge mit der Wirkung
»: Gx G/H — G/H, grlg’l =88]
DEFINITION 8.2. Man nennt eine Darstellung(V, p) einer Gruppe G eine Permutati-

onsdarstellung, wenn es eine Basis % von V gibt, sodass p(g)b € % fir alle g € G und
b € R.

Sei (M, ») eine Menge mit einer Wirkung einer Gruppe G. Dann ist k[ M| eine Darstel-
lung von M mittels p: G — Auty(k[M]), p(g)m = g > m. Jede Permutationsdarstellung
ist von dieser Form.

BEIspIEL 8.3. Ist H C G eine Untergruppe, dann ist durch
p: H® — Auti(K[G)), p(h)g = gh

eine Permutationsdarstellung von H°P auf k[G] definiert. Diese Wirkung ist auch mit der
regulidren Wirkung von G vertraglich: Es gilt (Ig)h = I(gh) fir alle [, g € Gund h € H.

Permutationsdarstellungen werden beim Untersuchen der Strukturen induzierter
Darstellungen eine zentrale Rolle spielen.

UBUNG 8.1. Fiir eine G-Menge M schreiben wir M /G fiir die Anzahl der Bahnen und
Fix,(M) = {m € M | g>m = mj} fiir jedes g € G. Beweisen Sie mit darstellungstheoretischen
Mitteln die Identitdt

IM/G| = — " [Fixy(M)|.

1
Gl &=
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Wir betrachten Untergruppen K C H C G und eine H-Menge M, deren zugehorige
Darstellung wir mit (k[M], p) bezeichnen. Zunéchst erhalten wir durch Einschrankung
eine Darstellung von K, die wir mit ResX (k[M]) bezeichnen. Um auch eine Darstellung
von G zu erhalten definieren wir den Vektorraum

Ind§;(K[M]) £ ®(gec/uk[M]g), wobei k[M],) = k[M],

der sich aus |G/H|-Kopien von k[M] zusammensetzt. Der besseren Lesbarkeit halber
identifizieren wir die Menge {m[s | m € M,[g] € G/H} mit der kanonischen Basis
von Ind{(k[M]). Sei gi,...,g, € G eine vollstindige Familie an Reprisentanten der
Nebenklassen G/H. Dann gibt es fiir jedes g € G ein eindeutiges h € Hund 1 <i < n,
sodass g = gih. Die Wirkung von G auf Ind§;(k[M]) ist gegeben durch

pIndg: G— Aut]k(IndIC—;I(]k[M]))’ pIndg(g)(m[gi]) = (h > m)[gj]’ wobei 88i = gjh

Konkret wollen wir iiber den komplexen Zahlen den Fall G = S; und H = {e, (1 2)}
betrachten, wobei H (trivial) auf der einelementigen Menge M = {m} wirken soll. Um
unsere Ausfithrungen kompakt zu halten, setzen wir o3 = (1 2), 0, = (1 3) sowie
01 = (2 3). Zunéchst bestimmen wir die Nebenklassen von H. Diese sind gegeben durch
eH ={e,(12)}, 0,H ={(13),(123)}und 0,H = {(2 3),(132)}. Um die Wirkung von G
auf dem induzierten Modul V = Indg(]kmv) zu bestimmen berechnen wir fiir ausgewahlte
Elemente x € S; eine Faktorisierung x = yz mit y € {e, 05, 01} und z € H:

03-e=¢e- 03, 03-0,=(132)=0;" 03, 03-01=(123)=0," 03,
0y-e=0y-e, 0, -0,=¢€-¢, 0,-00=(132)=0,"03,
o, e=0;-e 01-0,=(123)=0," 03, 0,0, =¢€-e.
Demnach gilt
pv(o)mp = (o3>m) =mp,  pv(03)mie,) = (03> M),] = Mgy, pv(03)M[g,] = Mgy,
pv(o)mp = (e>m)(g,] = MYy, pv(o2)ms,] = my, pv(o2)mig,] = Mg,
pv(o)mp) = mpg,, pv(o)mig,] = Mg, pv(o)mig,) = my.

Man erkennt, dass V = ky;, @ k2, in die direkte Summe der trivialen Darstellung und
der Standarddarstellung zerfallt.

UBUNG 8.2. Wir betrachten komplexe Darstellungen der Gruppe G = Qs.

(i) Die triviale Gruppe{e} wirkt auf M = {m}. Bestimmen Sie die induzierte Darstellung
Ind{,(C[M]).
(ii) Es sei H C Qg eine vierelementige Untergruppe von Qs. Bestimmen Sie den Charak-
ter von IndIG{(Ct,iv).
(iii) EsseiV eine einfache zweidimensionale Darstellung von Qg und H eine Untergruppe
der Ordnung 4. Zerlegen Sie ResZ (V) in einfache Unterdarstellungen.

Wir wollen nun Restriktion und Induktion allgemein definieren. Als Vorbereitung
betrachten wir zwei Algebren A, B. Die Gegenalgebra B’ von B hat den gleichen zu-

grundeliegenden Vektorraum und die Multiplikation b -°? ¢ = ¢b, fiir b, ¢ € B. Jedem
A ®y B°*-Modul M kénnen wir via

it AM — M, arym=(a® 1g)rm, »pw: BP QM — M, brgom = (1, b)rm

Wirkungen von A und B zuordnen. Um hervorzuheben, dass es sich um eine Wirkung
der Gegenalgebra von B handelt schreiben wir m«zb = b»ppxm. Man beachte, dass gilt

(m<gb)<gc = crpop(brgorm) = bergwm = megbe.
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THEOREM 8.4. Seien A, B zwei Algebren und (M,») ein A ® B°’-Modul.
(i) Fur jeden A-Modul Q ist Hom4(M, Q) ein B-Modul mittels
+ BeHomy(M, Q) — Homu(M,Q), (b~ fim = f(mesb).
(ii) Fir jeden B-Modul P ist
M®P
span{mgb @ p—m® bepp | b € B,me M, p € P}
ein A-Modul mittels der Wirkung
*t A® (M ®p P) — M ®;p P, ax (m®;p p) = (aram) @3 p,
wobeim Qg p £ [m® p]| furallem € Mund p € P.
(iii) Ein natiirlicher Isomorphismus von Vektorraumen ist durch
¢: Homs(M ®3 P, Q) — Homp(P, Homs(M, Q)), (¢(g)p)m = g(m @5 p)

gegeben.

(iv) Der Vektorraum M* £ Hom,(M, A) ist ein B ® A°’-Modul mittels der Wirkung
(b ® a)v f)m = f(megb)a. Ist (M,»,) ein direkter Summand der einer end-
lichen direkten Summe A", so gibt es einen natiirlichen Isomorphismus von
Vektorraumen

¢: Homp(Homu(M, Q), P) — Hom,(Q, Homg(M", P)).

M®;yP =

Beweis. Im Folgenden seien a,a” € A, b,b’ € Bundm € M, p € P, q € Q sowie
f € Homu(M, Q).
Zu (i): Eine direkte Rechnung ergibt
(b - f)(aram) = f((aram)<b) = f((14 ® b)»((a ® 15)rm)) = f((a ® b)rm)
= f((a® 1p)»((14 ® b)rm)) = f(ars(m<pb)) = a> o f(m<gb).
Es folgt b - f € Homu(M, Q). Weiterhin ist (15 - f)(m) = f(m«1p) = f(m) und
(b (b FY)m) = (b f)mesb) = F((mesb)ash’) = F(megbb’) = (b’ - £)m).
Zu (ii): Wir beobachten, dass gilt
arA(Mmapb) @ p—aram @ bepp = (aram)gb @ p—ary,m b > pp.
Somit ist a * (m ®p p) wohldefiniert und wir haben
1+(m®pp)=(1ram)@p=m®pp
ax(a = (m®gp))=ax*((arsm) @z p) = (ara(a’>am)) 5 p
= (aa’»sm) ®p p = ad’ * (m Qp p).

Zu (iii): Um zu zeigen, dass ¢ wohldefiniert ist betrachten wir g € Homs(M ®p P, Q),
und berechnen

(p(g)p)(aram) = g((a>am) ®5 p) = gla * (m ®; p))
= av og(m ®g p) = ax o((p(g)p)m).
Es folgt, dass ¢(g)p € Homs(M, Q). Weiterhin gilt
(b - (p(g)p))m = (p(g)p)(mpb) = g(msb Q5 p)
= gm®p b pp) = ((g)(b > pp))m.
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Wir definieren die Abbildung
¢~': Hompy(P,Homs(M, Q)) — Homs(M ®5 P, Q), ¢~ (h)(m @5 p) = h(p)m.
Thre Wohldefiniertheit ergibt sich aus
¢~ (h)(msb ®5 p) = h(p)(msb) = h(b - pp)m = ¢~ (M)(m @5 b > pp),
¢~'(h)(a * (m ®p p)) = h(p)(aram) = g o(h(p)m) = q> ¢~ (M)(m ®s p).

Eine direkte Rechnung zeigt, dass ¢ und ¢~' zueinander invers sind.
Zu (iv): Wir definieren auf M* ® 4 Q die Struktur eines B-Moduls via

 BO®M ®4Q) — (M ®4 Q), b(f®1q) =0 f)®aq.
Die kanonische Abbildung
(8.1) 7: Homu(M, A) ® 4 Q — Hom(M, Q), (f ®4 @)m = f(m)> oq.

ist ein wohldefinierter Homomorphismus von B-Moduln:

t(f ®a Q)(aram) = f(aram) > oq = (af(m))>oq = a> o(7(f ®a q)(m)),
t(f<a®s gm = (f(m)a)>oq = 7(f ®4 ar oq)m,
(b - f) ®a @m = f(megb)eq = (b-7(f ®4 q))m.

Ist 7 ein Isomorphismus so erhalten wir

Homg(Hom (M, Q), P) = Homg(M* ® 4 Q, P) = Hom,(Q, Homg(M", P)).

Sei M* ein direkter Summand von A". Ubungsaufgabe 8.4 zeigt, dass es Elemente
my,...,m, € Mund ¢,..., &, € M* gibt, sodass fiir alle n € M und f € M* gilt

n n

n=Y e(n)am, fG) =) a(x) f(my).

i=1 i=1

Wir behaupten, dass
' Homa(M,Q) — M"®4Q, f+— Z & ®a f(mi)
invers zu 7 ist. Dazu berechnen wir B
ter(f@aq) =T (f()e ) =), &®afm)-q
=Y (&) a f(m) ®aq=f®4q,

(ror(g)x = T(Z £ ®4 gm))x = Z(si(X)) > g(m;) = g(x).
U

UBUNG 8.3. Sein A, B, C, D vier Algebren und M ein A ®y B°?-Modul, N ein B ®; C°P-
Modul sowie O ein C ® D°P-Modul.

(i) Zeigen Sie, dass N ®g O ein A ® CP-Modul ist mittels der Wirkung
(a®rc)>(mM®pn)=a>ym@gn<yc.

(ii) Begriinden Sie, dass B ein BQ B°°-Modul ist mittels der Wirkung (b®y b’).x = bxb’.
(iii) Finden Sie Isomorphism von B @ C°?-Moduln

Bz M =M, M®cC=M.
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(iv) Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus von A @ D°°-Moduln gibt
(M®BN)®cO EM@B(N®C O)

UBUNG 8.4. Sei M ein A ® B°®-Modul. Zeigen Sie: (M,»») ist genau dann ein direkter
Summand einer endlichen direkten Summe A", wenn es Elemente m,...,m,, € M und
€1y ..., €n € M* gibt, sodass fiir jedesn € M und f € M* gilt

n=Y &m)eam,  und  f(n) =) f(m)5(n).
i=1 i=1

Mit Moduln zu tensorieren und Abbildungsraume zu betrachten ist in einem prézisen
Sinn die einzige Art, Moduln zwischen Algebren zu vergleichen.

BEMERKUNG 8.5. Seien A und B zwei Algebren. Wir schreiben A-Mod und B-Mod fiir
die “Sammlungen” der Homomorphismen von A-Moduln, beziehungsweise B-Moduln’.
Ein Funktor ist eine “Abbildung” F: B-Mod — A-Mod, die den Gleichungen

F(go f)=F(g)F(f) F(idm) = idrau
fir alle komponierbaren Abbildungen f: M — N und g: N — O geniigt. Man nennt
F linear, wenn F(Af + g) = AF(f) + F(g) fur alle f,g: M — N und A € k gilt.
Wir schreiben F(M) fiir den A-Modul der dem Urbild von F(id,,) entspricht. Man sagt,
F hat ein Rechtsadjungiertes, genau dann, wenn es einen Funktor G: A-Mod — B-Mod
gibt und fiir jeden A-Modul P und B-Modul Q ein Isomorphismus

@po: Homu(F(P), Q) — Homp(P, G(Q))

existiert, sodass G(g) ¢ p(h) o f = @p /(g o h o F(f)) fiir alle Homomorphismen von
A-Moduln h: F(P) — Qund g: Q — Q’ sowie Homomorphismen von B-Moduln
f: PP —P.

Satz von Eilenberg—Watts: Sei F: B-Mod — A-Mod ein linearer Funktor. Dann ist
dquivalent

(i) F hat ein Rechtsadjungiertes,

(i) Es gibt einen (A ® B°?)-Modul M und fiir jeden B-Modul P einen A-linearen
Isomorphismus 7p: M ® P — F(P), sodass fiir alle Homomorphismen von
B-Moduln f: P — P’ gilt, dass 7p o (idy ®3 f) = F(f)7p.

Beweisskizze: Wir wissen wegen Theorem 8.4, dass (i) aus (ii) folgt und es reicht die
Riickrichtung zu beweisen. Sei P ein B-Modul. Fiir jedes p € P ist durch

,up: Breg_)Ps ,up(b):bbp
eine B-lineare Abbildung definiert. Angewandt auf den reguldren Modul erhalt man auf
F(B) eine A ® B°°-Modul-Struktur mittels der Wirkung (b ® a)»x = a»> F(u,(x)). Die
Abbildung o: F(B) x P —> F(P),(x, p) —> F(u,)x ist bilinear und es gilt

o(xpb, p) = F(up)(x<5b) = Fup)(F(pp)x) = F(pp o pp)x = F(pp.pp)x = o(x, b > pp).

’Sowohl A-Mod als auch B-Mod sind “zu gro” um Mengen zu sein. Dieses Problem kann auf verschie-
dene Weisen gelost werden. Entweder durch den Begriff der Klasse oder durch sogenannte Grothendieck-
Universen, siehe hierzu zum Beispiel [ML98] und [Riel7].
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Damit gibt es eine induzierte Abbildung zp: F(B) ® 3 P —> F(P). Diese erfilllt die in (ii)
geforderten Eigenschaften, da das folgende Diagramm kommutiert:

F(B) ®3 P Tp F(P)
X®ppr—— F(.Up)x

idr) ®s f F(f)

x ®p f(p) —> F(Ilf(p))x
F(B) ® P’

F(P)

Tp
Falls P = B folgt aus direktem Nachrechnen, dass 7p ein Isomorphismus ist. Daraus lasst
sich schlielen, dass 7p invertierbar ist, wenn P = @, B. Ist P beliebig, dann gibt es eine
exakte Sequenz 0 % R% B 5 Mo 0und wir erhalten das kommutierende Diagram
mit exakten Zeilen:

idpp) ®s f idp) ®p & 0
F(B)®5 R —2 2%, F(B) @y B — 2 S FB) @y M ——— >

lTBm ll’gn ‘TM Jv 0
F(f) F(g) 0

F(R) F(B") F(M) 0

Es folgt, 7, ist fiir alle B-Moduln M surjektiv. Man erhilt nun ker 7,, = {0} O

UBUNG 8.5. Betrachten Sie das folgende kommutierende Diagram mit Moduln einer
Algebra A als Ecken und A-linearen Abbildungen als Pfeilen.

q r S t
Q R S T U

v w x y
14 w X Y Z

Wir nehmen an, dass die Zeilen exakt sind. Das heif3t, fiir zwei aufeinander folgende ho-
rizontale Pfeile f und g gilt im f = ker g. Zeigen Sie, dass wenn  und § Isomorphismen
sind, o surjektiv und ¢ injektiv ist, y ein Isomorphismus ist.

Beispiel 8.3 hat gezeigt, dass wir fiir jede Untergruppe H C G die Gruppenalgebra
k[G] als einen k[G] ®y k[H]°°-Modul auffassen.

DEFINITION 8.6. Es sei H C G eine Untergruppe, V eine Darstellung von H und W
eine Darstellung von G. Wir bezeichnen Res2(W) £ Homy(k[G], W) als die Restriktion
von W, sowie Ind(V) £ k[G] ®yx V als die Induktion von V.

UBUNG 8.6. Seien K C H C G Untergruppen U eine Darstellung von K und W eine
Darstellung von G. Beweisen Sie die folgenden Relationen

Ind¢ Ind¥(U) = Ind$(U), Resk Resf (W) = Resa(W).

Betrachten wir eine Darstellung V einer Untergruppe H C G und wiahlen wir eine
vollstdndige Familie von Reprasentanten (g, ..., g,) der Nebenklassen [G/H]. Damit gibt
es fiir jedes g € G ein eindeutiges h € Hund 1 < i < n, sodass g = gih. Uns interessiert im
Folgenden der Vektorraum I(V') £ @(41ec/n Vi), Wobei Vg = V fiir alle g € G. Um unsere
Rechnungen iibersichtlich zu gestalten schreiben wir v = (0,...,1,0,...,0) € I(V),
wobei v an der [ g]-ten Stelle steht.
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LEMMA 8.7. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe.

(i) Jede Darstellung W von G ist durch Einschrdnkung der Wirkung auch eine Dar-
stellung von H und die Abbildung

v: W — Resd(W) = Homy g (k[G], W), v(w)g = pw(g)w

ist ein Isomorphismus von Darstellungen von H.

(ii) Sei (g, ..., g,) eine vollstindige Familie von Reprdsentanten der Nebenklassen
[G/H)]. Fiir jede Darstellung V von H, ist durch

£: Ind§(V) — ®(gec/mV £ I(V), g ®uimy v —> (py(h)v)ig),  mit g = gih

ein Isomorphismus von Darstellungen von G definiert, wobei die Wirkung von G auf
I(V) bestimmt ist durch pivy(g)vyg) = (pv(h)v)(g, fiir die eindeutige Zerlegung
88 = gih.

(iii) Es gibt einen (natiirlichen) Isomorphismus von Vektorrdumen
®: Homyz(ResZ(W), V) — Homygg (W, Ind5(V)),
(8.2) . .
O(f)w — Y & ®uay f(pw(g Hw)
i=1
BEWEISs.
(i) Sei f: k[G] — W ein Homomorphismus von Darstellungen. Es gilt

f(&) = fpreg(&)1) = pw(g) f(1).
Umgekehrt ist fir jedes w € W eine Abbildung v(w): k[G] — W mittels
v(w)g = pw(g)w definiert. Wir berechnen
v(w)(preg(§)h) = v(w)(gh) = pw(gh)w = pw(g)pw(h)w) = pw(g)(v(w)h)

fir alle g, h € G. Also ist v(w) eine G-dquivariante Abbildung und v ein Isomor-
phismus. Um zu zeigen dass er auch H-aquivariant ist, beobachten wir, dass

V(preg(M)w)g = pw(g)pw(h)w) = pw(gh)w = (pres(N)(v(W)))g.

(ii) Wir zeigen zunéchst, dass die Darstellung I(V) wohldefiniert ist. Seien [, g € G
und 1 < i < n. Es gibt eindeutige Elemente h,h’ € H und 1 < j, j/ < n, sodass
gg = gihund lgg = Ig;h = gyh’h. Wir haben
pior(D(pin(©vig)) = pron(Dpv(M)ig) = (pv (' hv)ig) = prv)(1g)vig)-

Da auflerdem pj(vy(eg)vrg] = vg] folgt, I(V) ist eine Darstellung von G. Um zu
zeigen, dass £: Ind§(V) — I(V) wohldefiniert ist, betrachten wir Elemente
1<i<n,heHundv € V und beobachten

E(gh QK[H] v) = (Pv(h)v)[gi] = (g ®K[H] pv(h)v).

Wir definieren die Abbildung ¢': I(V) — Ind§j(V), vjg] — & ®um v und
beobachten

EE (vig1) = £(g B v) = Vg
ElE(g QkH| V) = 5_1((Pv(h)v)[g,-]) = & Q) pv(hv = g Qv
fur allev e V, g € Gund 1 <i < n. Damit folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist.
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(iii) Sei g € G,v € V und f: Res’(W) — V eine H-aquivariante Abbildung. Fiir
jedes 1 <i < n gibt es ein eindeutiges 1 < j < n, sodass g 'g = hg;'. Es folgt

()W) = Y, & Sum flow(g ' ©w) = Y, ggih™" ®umy flpw(hg;Hw)

i=1 j=1

=Y. 88 ®un f(pw(g)W) = Praw)(@)(P(F)w).

j=1

Somit ist ® wohldefiniert. Sei gy, ..., g, eine vollstindige Familie von Reprasentan-
ten der Nebenklassen G/H mit g; = e. Unter Zuhilfenahme des Isomorphismus
aus Teilaufgabe (ii) setzen wir

¥: Homyg (W, Ind5(V)) — Homyqg(ResE(W), V),
Y)W w) = f/(wWhe 2 E (W)

und berechnen
YO(f)w ="¥(Y, g @u flow(g W) = f(w)

fiir f: Rest(W) — V.Sei f':+ W — Ind§;, w € W und g; € G. Es gilt

F'Gow (g W = pian(g D (Wi = f/(wig,-
Damit folgt

QU(fyw = 3 & @ S (pw(g Wl = f'(w)

O
Man nennt die Abbildung aus (8.2) auch die dufere Spurabbildung.

UBUNG 8.7. Wir betrachten eine Gruppe G mit einer Untergruppe H und Darstellungen
W von G sowie V von H.

(i) Sei X eine weitere Darstellung von G. Begriinden Sie
Resp (X ®; W) = Resp (W) ®y Resh (W),
Rest (Homy (X, W)) = Homy(Resh (X), Rest (W)).

(ii) Zeigen Sie, dass Ind5(V*) = Indg(V)*.

(iii) Beweisen Sie: Es gibt einen Isomorphismus Ind$(V)®, W — Ind5(V ®ResE(W))
von Darstellungen von G.

(iv) Zeigen Sie

Ind$ (Homg (W, ResE(V))) = Homy(Ind$ (W), V).

BEMERKUNG 8.8. Betrachten wir eine Untergruppe H C G, eine vollstindigen Familie
an Reprisentanten gy, ..., g, der Nebenklassen G/H und einer Darstellung V von H. Aus
Lemma 8.7 folgt, dass fiir verschiedene Zahlen 1 < i, j < n die Vektoren g ®yy) v und
gj ®m) w fur alle v, w € V' \ {0} linear unabhéngig sind. Weiterhin ist ein Erzeugenden-
system von Ind(V) durch die Menge {g; ®y v | v € V,1 < i < n} gegeben. Fiir jedes
g € Gund 1< i< ngibteseindeutige h € Hund 1 < j < n, sodass gg; = g;h. Damit
ergibt sich

Pmd(8)(& Bum V) = g8 Buir) v = gih Oum) v = & Oy pv(Av.
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KoroLLAR 8.9. Induktionen und Restriktionen von Permutationsdarstellungen sind
Permutationsdarstellungen.

BEwels. Aus Lemma 8.7 folgt, dass jede Restriktion einer Permutationsdarstellung
eine Permutationsdarstellung ist.

Sei nun H C G eine Untergruppe (M, ») eine G-Menge und gi,...,g, € G eine
vollstindige Familie an Reprasentanten der Nebenklassen G/H. Aus Lemma 8.7 folgt,
dass durch {g; ®z;m | 1 < i < n,m € M} eine Basis von Indy;(k[M]) gegeben ist. Fiir
jedes g € G ist pa(g)(g ®um M) = g By (h>m), wobei gg; = g;h. O

LEmMMA 8.10. Sei H C G eine Untergruppe und V eine Darstellung von H. Es gilt
Ind$(V*) = ("Indg(V)).

BEwErs. Sei g, ..., g, € G eine vollstindige Familie an Reprasentanten der Neben-
klassen G/H. Lemma 8.7 zeigt, dass es eine wohldefinierte lineare Abbildung gibt

f: Indfl(V)* = (k[G] ®ry V)" — Kk[G] @y V" = Indg; (V™)
fO) = Zgi®f(gi®_)~

Sei g € G. Es gibt eindeutige hy, ..., h, € H, sodass g™'g; = g;h; fur alle 1 <i < n. Wir
berechnen

Fpraacry (€)D) = f(Cpma(g) = ), 5@ {(g7' i@ -)

=Y ggh @ {gh;®-) =Y. gg;® pr(h)(gih; ® )

i=1 J=1

=Y ggi®L(ghi® py(h)-) =), gg ® L(gihih;' ® -)

= plnd(V*)(g)(f(év))-

Unser Kandidatf™': Ind§(V*) — Indf,(V)* eines Inversen zu f istfuralle1 <i<n
spezifiziert durch

fHg @ H(x@v) = ), (ehE(py(h ),
heH
wobei §,,: G — {0, 1} mit 4, (h) = 1 genau dann, wenn h = g;. Wir haben

GO0 = Y 8, (g) ® pr(h™v) = {(xh) ® py(h™v) = {(x ® v)

g=1 heH

Fr)g®d) =) &®5(ghE(py(h)-)=gh @ py-(NE=gh'h@E=g®E.

i=1 heH

O

KoroLLAR 8.11. Die regulire Darstellung k[ G]., von G ist isomorph zu ihrer dualen
Darstellung.

Beweis. Wir bestimmen

]k[G]reg = Ind{Ge}(]ktriv) = Ind{Ge}(]ktriv*) = Ind{Ge}(]ktriv)* = (]k[G]reg)*
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UBUNG 8.1. Fiir eine G-Menge M schreiben wir M /G fiir die Anzahl der Bahnen und
Fix,(M) £ {m € M | g>m = mj} fiir jedes g € G. Beweisen Sie mit darstellungstheoretischen

Mitteln die Identitdt )

M/Gl = = 3 [Fixy(M)].
|Gl
geG
UBUNG 8.2. Wir betrachten komplexe Darstellungen der Gruppe G = Qs.

(i) Die triviale Gruppe{e} wirkt auf M = {m}. Bestimmen Sie die induzierte Darstellung
Ind{Ge}(C[M D.
(ii) Es sei H C Qg eine vierelementige Untergruppe von Qg. Bestimmen Sie den Charak-
ter von Indg(CmV).
(iii) EsseiV eine einfache zweidimensionale Darstellung von Qs und H eine Untergruppe
der Ordnung 4. Zerlegen Sie Rest (V) in einfache Unterdarstellungen.

UBUNG 8.3. Sein A, B, C, D vier Algebren und M ein A ®y B°?-Modul, N ein B ®; C°P-
Modul sowie O ein C ® D°°-Modul.
(i) Zeigen Sie, dass N ®g O ein A ® C?-Modul ist mittels der Wirkung
(a®rc)>(mM®pn)=a>ym@gn<yc.

(ii) Begriinden Sie, dass B ein BQ B°°-Modul ist mittels der Wirkung (b®yb’).x = bxb’.

(iii) Finden Sie Isomorphism von B @ C°?-Moduln
BRsM=M, M®-C=M.
(iv) Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus von A @ D°°-Moduln gibt
(M®;N)®c O =M®3 (N ®c O).

UBUNG 8.4. Sei M ein A ® B*-Modul. Zeigen Sie: (M, »,) ist genau dann ein direkter
Summand einer endlichen direkten Summe A", wenn es Elemente my,...,m, € M und
€1y ..., €n € M* gibt, sodass fiir jedesn € M und f € M* gilt

n= ameam,  und - f(n) =) fm)é(n).

i=1

UBUNG 8.5. Betrachten Sie das folgende kommutierende Diagram mit Moduln einer
Algebra A als Ecken und A-linearen Abbildungen als Pfeilen.

q r s t
Q R S T U

v w x y
14 w X Y Z

Wir nehmen an, dass die Zeilen exakt sind. Das heif3t, fiir zwei aufeinander folgende ho-
rizontale Pfeile f und g giltim f = ker g. Zeigen Sie, dass wenn § und & Isomorphismen
sind, o surjektiv und ¢ injektiv ist, y ein Isomorphismus ist.

UBUNG 8.6. Seien K C H C G Untergruppen U eine Darstellung von K und W eine
Darstellung von G. Beweisen Sie die folgenden Relationen
Ind$ Ind¥(U) = Ind$(U), Resk Resi (W) = Resa(W).

UBUNG 8.7. Wir betrachten eine Gruppe G mit einer Untergruppe H und Darstellungen
W von G sowie V von H.
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(i) Sei X eine weitere Darstellung von G. Begriinden Sie
Rest (X ® W) = Rest(W) ®y Resh (W),
ResH (Homy (X, W)) = Homy(Res? (X), ResE(W)).
(ii) Zeigen Sie, dass Ind$(V*) = IndIG{(V)*.
(iii) Beweisen Sie: Es gibt einen Isomorphismus Ind$(V)®, W — Ind%(V ®@ResH(W))

von Darstellungen von G.
(iv) Zeigen Sie

Ind$ (Homg (W, ResE(V))) = Homy(Ind$ (W), V).
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10. Woche 10: Mackey’s Unzerlegbarkeitskriterium

Du wolltest doch Algebra, da hast du
den Salat.

Jules Vernes — Reise zum Mond

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Frobenius-Reziprozitat
(ii) Doppelnebenklassen
(iii) Die Mackey-Formel
(iv) Mackey’s Unzerlegbarkeitskriterium

Unser Ziel ist es induzierte Darstellungen in ihre Unterdarstellungen zu zerlegen. Dazu
beginnen wir mit einem Lemma, dass die Charaktertheorie induzierter Darstellungen
mit der restringierter Darstellungen verbindet.

LEmMA 10.1 (Frobenius-Reziprozitit). Ist H C G eine Untergruppe, V eine komplexe
Darstellung von H und W eine komplexe Darstellung von G. Es gilt
<)(Indg(V)’XW>G = <XV’XResg(W)>H'
Weiterhin ist fiir alle g € G

1 _
(10.1) Yigon(®©) = 7 D, xvllgl™).
leG,lgl-'eH
BEWETISs.
Zu (i): Aus Theorem 6.12 folgt die Gleichung

(XmaG(vy Xw)e = dim Homg(Indf(V), W)
= dim Homp(V, Resg(W)) = XV XresG(w))H-

Zu (ii): Wir betrachten V als eine Darstellung von G mittels der trivialen Wirkung. Auf
diese Weise wird die kanonische Surjektion 7: C[Gleg ®c V —> C[Glreg ®cin V
eine G-dquivariante Abbildung. Diese hat eine Sektion

1
_ Z gh_l ®c pv(h)l)

11 C[Glreg ®cir) V — C[Glieg ®c V, & ®claj v —>
|H| heH

Sei g € G. Wir erhalten

)(Indg(V)(g) = tr(PIndg(V)(g)) = tr(PIndg(V)(g) o T o L)
= tr(7r © pejclev(g) o 1) = tr(pejclev(g) o Lo 7).
Firalle l € Gundv € Vist pejgev(g)oton(I™ ®@cv) = Iﬁl\ > her 8T R ®¢ py(M)v.
Da gl 'h™! = I"! 4quivalent ist zu h = Igl™! folgt die Aussage.
O
DEFINITION 10.2. Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und V eine komplexe

Darstellung von H. Wir nennen Ind$(yy) £ XindS(v) den induzierten Charakter von V.

Ist W eine komplexe Darstellung von G, schreiben wir Res2 () £ Xresti(wy fur den
restringierten Charakter von W.
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Im Folgenden wollen wir bestimmen, wann eine induzierte komplexe Darstellung
einfach ist. Wir wissen, Ind;(V) ist genau dann einfach, wenn (Ind$(yy), Ind$(yv))e = 1
und aus Frobenius-Reziprozitat folgt

(Indj§; (), Ind§; (v )Y = (xv, Res Indj () -

Um ein Irreduzibilititskriterium zu erhalten, wollen wir die H-Wirkung auf Rest Ind$(V)
verstehen.

WIEDERHOLUNG. Sei G eine Gruppe, (M, =) eine G-Menge und m € M. Wir schreiben
Gm = {g>m | g € G} fur die Bahn des Punkts m und Stabs(m) = {g € G | g>m = m} fiir
die zugehorige Stabilisator-Untergruppe. Betrachten wir die Abbildung

7: G/ Stabg(m) — Gm, [A] — h>m.
Diese ist wohldefiniert und fiir alle g € G gilt, dass
(gr[h]) = z([gh]) = ghem = g=(h=m) = g= z([h]).

Wir sehen also, dass sich jede Bahn von M durch Wahl eines Fixpunktes mit einer
Untergruppe von M korrespondiert.
Was passiert mit der Gruppe Stabs(m), wenn wir einen anderen Fixpunkt g>m € Gm
wahlen? Es ist
hb(gbm) ; grm < gilhgbm =m
und damit Stabg(g>m) = g~* Stabg(m)g. Die Gruppen Stabs(m) und Stabg(g > m) sind
zwar isomorph, aber im Allgemeinen nicht gleich.

Im Weiteren werden zueinander konjugierte Untergruppen eine wichtige Rolle spie-
len.

DEeFINITION 10.3. Fiir ein Element g € G einer Gruppe und eine Untergruppe H C G
schreiben wir $H = gHg™! fiir die durch g zu H konjugierte Untergruppe.

Ist (V, py) eine Darstellung von H, dann schreiben wir analog 8V fiir die Darstellung
von ¢H mit der Wirkung

pev: SH — Aut(V),  pev(ghg v = py(h)v.
Ist H C G eine Untergruppe, g € G und V eine Darstellung von H. Schreiben wir
gu £ v fir alle v € 8V, dann gilt pey(ghg™)gv = gpv(h)v.

Um zu bestimmen wann eine induzierte Darstellung einfach ist, benétigen wir eine
Moglichkeit Induktions- und Restriktionsoperationen miteinander zu vertauschen.

DEeFINITION 10.4. Sind K, H C G zwei Untergruppen und g € G. Man nennt die
Menge KxH = {kxh | h € H, k € K} die (K, H)-Doppelnebenklasse von x.
Die Menge aller (K, H)-Doppelnebenklassen wird mit K\ G/H bezeichnet.

Doppelnebenklassen partitionieren die zugrundeliegende Menge einer Gruppe.
LEmMMA 10.5. Seien K, H C G zwei Untergruppen.
(i) K wirkt auf der Menge der Nebenklassen G/H mittels Multiplikation
»: KxG/H — G/H, k-gH = kgH.

Analog gibt es eine Rechtswirkung von H auf den Nebenklassen K\G.
(ii) Fiir jedes g € G ist KgH eine disjunkte Vereinigung von Nebenklassen G/H und
ebenso eine disjunkte Vereinigung von K\G.
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(iii) Zwei Doppelnebenklassen K gH und K g’H sind entweder disjunkt oder gleich. Sei
I eine Menge und(g);e; eine vollstindige Familie an Reprdsentanten der Doppelne-
benklassen K\G/H. Es gilt

G = I—IinEIKgiH-
Beweis. Im Folgenden seien k,k” € K, h,h’ € Hund g, g’ € G.
Zu (i): Wir beobachten, dass e> gH = egH = gH und
k-(k'>gH)=k>k'gH = kk’gH = kk’ > (gH)

gilt. Also wirkt K auf der Menge der Nebenklassen G/H. Das gleiche Argument
zeigt, dass H auf der Menge K\ G wirkt.

Zu (ii): Es ist UgexkgH = KgH = UpeyK gh. Da zwei Nebenklassen entweder disjunkt
oder gleich sind folgt die Aussage.

Zu (iii): Sei x € KgH n Kg’H. Dann gibt es per Definition k, k’ € K und h, h’ € H, sodass
kgh = x = kK’g’W. Damit folgt aber, dass g = k™'k’g’h’h™' € Kg’H und somit
KgH C Kg’H. Analog erhilt man Kg’H C KgH.

O

UBuNG 10.1. Die Gruppe S, wirkt auf {1, ..., n} mittels o~ j = o(j) fiir alle ¢ € S,
und 1 < j < n. Bestimmen Sie die Untergruppe H = Stabg, (n) und die Kardinalitdt von
H\S,/H.

Sei A C GL, (k) die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen. Bestimmen Sie |A\G/A|.

Sind K und H zwei Untergruppen von G so ist k[ G] ein k[K] ® k[H]°°-Modul via
——: (k[K] @k k[H]?) @ k[G] — Kk[G],  (k® h)»g = kgh.

Sei (g)ier eine vollstandige Familie von Repréisentanten der Doppelnebenklassen K\ G/H.
Als Konsequenz des Lemmas 10.5 haben wir eine Zerlegung k[G| = ®,/k[K giH] in eine
direkte Summe von k[K] ®; k[H]°°-Moduln.

Fir g € Gist k[gH] = span, {gh | h € H} C k[G] ein Untervektorraum auf dem
§H = gHg™' mittels Multiplikation wirkt:

p: gHg ' — kl[gH]  p(ghg " )gh’ = ghg™'gh’ = ghh’.

Das bedeutet k[ gH| entspricht der 8 H-Darstellung ¢k[H]. Dies liefert eine weitere Be-
schreibung der Summanden k[K g;H .

LEmMA 10.6. Es seinen K, H C G Untergruppen und g € G. Als (k[K] ® k[ H]°P)-Modul
ilt
: k[KgH] = K[K] ®uknen) k[gH],
wobei die Wirkung auf der rechten Seite gegeben ist durch
—v—: (k[K] @k k[H]?) ® (K[K] ®kjxnery k[gH]) — (K[K] @wjxnery k[gH]),
(k ®k h) > (k" Quxner) gh') = kk’ Quiknsy gh'h.
BewEis. Eine direkte Rechnung, siche Ubung 10.2, zeigt, dass k[K| ®yxner) k[ gH]

mittels der angegebenen Wirkung eine Darstellung von k[ K |®, k[H |°P ist. Seien k, k’ € K
und h,h’ € H. Es ist kgh = k’gh’ genau dann, wenn

k'K’ = ghh’'g' e Kn#H.
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Damit folgt
k @uixnen) gh = kk™'K' gh’h ™' 7! @uixner) gh = K’ ®wknern) gWh ™' g ' gh
=K QK[KneH] gh/.
Es gibt demnach lineare Abbildungen
¢: k[KgH] — K[K] ®wxner k[gH], kgh — k ®wknzn gh
¢~ k[K] ®uxnern klgH] — k[KgH], k Quxne h — kgh.
Offensichtlich sind ¢ und ¢! invers zueinander und eine direkte Rechnung zeigt, dass ¢

eine k[K] ®y k[H]°P-lineare Abbildung ist. O

UBUNG 10.2. Zeigen Sie, dass die k[K] ® k[H]®-Wirkung auf k[K] Qukner) k[ gH]
aus Lemma 10.6 wohldefiniert ist.

Wir konnen nun untersuchen, inwiefern sich die Reihenfolge von Induktion und
Restriktion umkehren lésst.

THEOREM 10.7 (Mackey-Formel). Seien H,K C G zwei Untergruppen und V eine
Darstellung von H. Es gibt einen K-dquivarianten Isomorphismus

(10.2) ResX IndS; V = ®(yjex 6 i Ind ey Resh (V).
BEwEels. Wir definieren eine lineare Abbildung
f klH] ®um V—V, h ®um w — pv(h)w.
Eine direkte Rechnung zeigt, dass sie wohldefiniert ist und ein Inverses durch
' V—Kk[H] ®yu V., v e v

gegeben ist. Weiterhin ist f eine L-adquivariante Abbildung fiir jede Untergruppe L C H.
Es folgt insbesondere Resk (V) = k[H] Qs V.

Sei g, ..., g, eine vollstandige Familie an Reprasentanten der Doppelnebenklassen
K\G/H.

ResX Indf; V = Resk(k[G] ®un) V) = & k[KgH] ®ujz) V
= &, (k[K] ®uikneny k[gH]) ®wmy V
= & k[K] ®uxner) (K[gH] @i V)
= O, k[K] ®@uixner) (K[gHE ] @ugrig) 4 V)
= @ k[K] ®ixnsm) Resiy " (5V)
= @" Indk ., Resk (6 V).
O
UBUNG 10.3. Seien H, K C G zwei Untergruppen. Benutzen Sie Mackey’s Formel um die
Identitdt
Ind$(V) ®, IndS(W) = ®glek\6/H Indg, . ;(Resk"™ (V) @ Reski H(W))
zu beweisen. Hinweis: Benutzen Sie, dass G eine Untergruppe von G x G ist.

Wir konnen jetzt Mackey’s Formel benutzen um zu bestimmen, wann induzierte
Darstellungen einfach sind.
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KoroLLAR 10.8 (Mackey’s Irreduzibilitatskriterium). Fiir eine Untergruppe H C G
und eine komplexe Darstellung V von H ist Ind$ (V) genau dann einfach, wenn V einfach
ist und fiir jedes x € G\ H gilt

(ResH (i), ResE™ H (3 )) ey = 0.
BewEis. Die Darstellung IndS;(V) ist genau dann einfach, wenn
1 = (Indj(yv), Indi(v))e = (v, Resg Indg(xv))a
= Y G Indf gy Res i H ().

[x]eH\G/H
Dabei ist Y jem o u{xv, Indfj «;; Resty #(x«))xr eine Summe positiver ganzer Zahlen.
Ist x € H, so ist H n"* H = H und Ind}, .;; Res2" (V) = V. Damit folgt

Z (v, Ind? o Res 0 H (e )y
[x]eH\G/H

= (v, xv)u + Z (xv:Indgoy Resty " Oy
[x]eH\G/H,x¢H

= (v, xv)u + Z (xvIndf.p Resi Oy )
[x|eH\G/H.x¢H

=+ Y, (Indf Rest Or), ydu
[x|eH\G) H.xeH

= (v, xv)u + Z (Resty  (ev), Resy ™ () s
[x]eH\G/H x¢H

Aus (yv, yv)u > 1 folgt die Aussage. O

Wir wollen zum Abschluss dieses Kapitels Mackey-Theorie benutzen um die einfachen
Darstellungen der Diedergruppe zu klassifizieren.

BerspieL 10.9. Die Diedergruppe D,, = {a, b | a* = e,b" = e,aba = b™ '), fir n € N,
ist ein semidirektes Produkt von H = (a) = Z/2Z, sowie der normalen Untergruppe
N = (b) = Z/nZ. Um die Isomorphieklassen einfacher komplexer Darstellungen von
D,, zu bestimmen, betrachten wir zunachst den eindimensionalen Fall.
Eindimensionale Darstellungen von D,,: Jede eindimensionale Darstellung entspricht
einem multiplikativen Charaktery: D,, — C*. Es muss y(a) = +1 gelten und y(b) = {
fiir { eine n-te Einheitswurzel. Aus aba = b"" folgt { = y(aba) = y(b"™') = { und
damit ¢ = +1. Wir erhalten somit zwei eindimensionale Darstellungen, die bestimmt
sind durch die multiplikativen Charaktere

Xi> Xo: Do — C7, Xl(akbl) =1 )(z(akbl) = (_1)k-
Ist n gerade gibt es auflerdem zwei weitere eindimensionale Darstellungen
Xo ot Do — € (@b = (-1),  y(a"db) = (-1
Jede eindimensionale Darstellung ist bis auf Isomorphie von dieser Form.
Zweidimensionale Darstellungen: Induzieren wir einfache Darstellungen von N nach

D,, sind diese per Konstruktion zweidimensional. Jeder Charakter einer einfachen Dar-
stellung V von N ist gegeben durch yy: N — C%, y(b') = {' fiir { € C eine n-te
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Einheitswurzel. Um zu bestimmen ob Indy*"( X¢) einfach ist, wollen wir Mackey’s Irredu-
zibilitatskriterium verwenden. Jedes Element x € D,, \ N ist von der Form x = b'a fiir
1< 1< n Esist

xev(b) = xyv(x'bx) = yv(aba) = yy(b™") = .
Da *N = N, ist Res™} ¥()«v) = y=v und ebenso Res™) N(yy) = yv. Wir haben

imm(b’): iznlgzl: {0 {# +1
= I=1

(v oo = =
XV XVIN = IN| < IN| < 1 sonst.

Es folgt, IndY"(yy) ist genau dann einfach, wenn yy(b) # +1.

Um zu bestimmen welche einfachen Darstellungen von N verschiedene einfache
Darstellungen von D,, liefern betrachten wir zwei eindimensionale Darstellungen V, W
von N. Es ist

(Indy” (), Ind” (e ))p,, = (v, Respy, Indy” G ) = Covs xwdn + Qv Xew)n

genau dann 0, wenn yy(b) # yw(b) und yy(b) # yw(b). Damit gibt es fiir n ungerade
genau ">! Isomorphieklassen einfacher zweidimensionaler Darstellungen von D,,. Ist n
gerade, so ist die Anzahl der Isomorphieklassen von einfachen Darstellungen von D,,
der Dimension 2 gleich 2.

Hoherdimensionale Darstellungen: Wir haben im ungeraden Fall die Identitét 2 - 1% +
"1.22 =2+ 2n—2=2nund im geraden Fall 4 - 1* + 22 . 22 = 4 + 2n — 4 = 2n. Somit
sind alle einfachen Darstellungen bestimmt.

UBUNG 10.4. Geben Sie fiir jede Isomorphieklasse einfacher komplexer Darstellungen
der Diedergruppe Dy, = (a,b | a* = e,b™ = e,aba = b™ ') einen Vertreter explizit an.

UBUNG 10.5. Bestimmen Sie die Charaktertafel der alternierenden Gruppe As. Gehen
Sie wie folgt vor:
(i) Zeigen Sie, dass As genau 5 Konjugationsklassen hat.
(ii) Begriinden Sie, dass fiir a, b, c,d,e € N mit a* + b* + ¢* + d* + €* = 60 bis auf
Permutation gilta=1,b =3 =c,d =4 unde =5.
(iii) Zeigen Sie, dass die Standarddarstellung von Ss eine einfache Darstellung von As
ist.
(iv) Konstruieren Sie eine einfache 5-dimensionale Darstellung von As als Induktion
einer eindimensionalen Darstellung von A,.
(v) Leiten Sie Charaktere der einfachen 3-dimensionalen Darstellungen aus den Ortho-
gonalitdtsrelationen her.
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UBUNG 10.1. Die Gruppe S, wirkt auf {1, ..., n} mittels o> j = o(j) fiir alle o € S,
und 1 < j < n. Bestimmen Sie die Untergruppe H = Stabg, (n) und die Kardinalitdt von
H\S,/H.

Sei A C GL,(k) die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen. Bestimmen Sie |A\G/A|.

UBUNG 10.2. Zeigen Sie, dass die k[K] ® k[H]®-Wirkung auf k[K] Qukner) k[ gH]
aus Lemma 10.6 wohldefiniert ist.

UBUNG 10.3. Seien H, K C G zwei Untergruppen. Benutzen Sie Mackey’s Formel um die
Identitdt

Indg(V) K Indg(W) = Dglek\G/H IndgﬂgH(ResﬁngH (V) ®x Resf,[}gH (W))
zu beweisen. Hinweis: Benutzen Sie, dass G eine Untergruppe von G x G ist.

UBUNG 10.4. Geben Sie fiir jede Isomorphieklasse einfacher komplexer Darstellungen
der Diedergruppe Dy, = {(a,b | a* = e,b" = e,aba = b"" ') einen Vertreter explizit an.

UBUNG 10.5. Bestimmen Sie die Charaktertafel der alternierenden Gruppe As. Gehen
Sie wie folgt vor:
(i) Zeigen Sie, dass As genau 5 Konjugationsklassen hat.
(ii) Begriinden Sie, dass fiir a, b, c,d, e € N mit a® + b + ¢* + d* + €* = 60 bis auf
Permutation gilta=1,b=3=c,d =4 unde =5.
(iii) Zeigen Sie, dass die Standarddarstellung von Ss eine einfache Darstellung von As;
ist.
(iv) Konstruieren Sie eine einfache 5-dimensionale Darstellung von As als Induktion
einer eindimensionalen Darstellung von A,.
(v) Leiten Sie Charaktere der einfachen 3-dimensionalen Darstellungen aus den Ortho-
gonalitdtsrelationen her.
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11. Woche 11: Clifford-Theorie

There’s a tiresome young man in Bay
Shore. When his fiancée cried, ‘T adore
The beautiful sea’, He replied, ‘T agree,
It’s pretty, but what is it for?’

Morris Bishop; zitiert aus dem Buch
“Abstract and concrete categories: the
joy of cats” von Adamek, Herrlich,
Strecker

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Den Satz von Clifford
(ii) Tragheitsgruppen
(iii) Induktion von Tragheitsgruppen
(iv) Einfache Darstellungen semidirekter Produkte

In diesem Abschnitt wollen wir Mackey-Theorie verwenden um Darstellungen von
Gruppen mittels normaler Untergruppen zu studieren. Die zentrale Motivation hierfiir
ist, dass fir N C G normal jedes g € G einen Automorphismus

Ady: N — ¢N =N, n+— gng™'

definiert und damit fiir jede Darstellung W von N auch 8 W eine Darstellung von N = §N
ist. Der Satz von Clifford benutzt diese Konjugationswirkung um die Struktur restringier-
ter Darstellungen zu beschreiben.

UBUNG 11.1. Sei N C G eine normale Untergruppe g € G und W eine Darstellung von
N. Zeigen Sie dass die Isomorphieklassen der Unterdarstellungen von W und der Unterdar-
stellungen von 8 W in Bijektion stehen. Folgern Sie daraus, dass W genau dann einfach ist,
wenn 8 W einfach ist.

THEOREM 11.1 (Satz von Clifford). Sei N C G eine normale Untergruppe und V eine
einfache Darstellung von G. Dann ist

Resp(V) = W' @ - @ W™,

wobei r < |G/N|und Wi,..., W, paarweise nicht-isomorphe einfache Darstellungen von
N sind mit Multiplizititen ay, ..., a,. Auflerdem gilt

(i) Die Gruppe G wirkt transitiv auf den homogenen Komponenten. Das bedeutet,
fir jedes 1 <i,j < r gibt es ein g € G, sodass py(g)(W*) = Vl/jaj.
(ii) Es gilt a; = - = a, und dim W; = - = dim W,.
(iii) Wir haben V = Ind$(W;"), wobei H = {g € G| py(g) W} € W}"}.

Beweis. Wir fixieren eine einfache Unterdarstellung W, C V von N. Fiir jedes g € G

def

ist auch gW; £ py(g)(W;) eine Darstellung von N, da

pv(m(pv(@)w) = py(n)w = py(gg ' ngw = pr()(pv(g ' ng)w)
Diese ist einfach, da fiir jede Unterdarstellung gW; C gW,auch g7 'gW/ C g7 'gW, = W,
ist und damit gW, = {0} folgt.
Jeder Vektor 0 = w € W, erzeugt V als Darstellung von G. Aus der Partitionierung
G = Ng UNg, U U Ng fiir | =|G/N| folgt, dass Res}(V) als Darstellung von N
aufgespannt wird von {py(g,)w, ..., pv(g)w}. Insbesondere ist ResX(V) = Zle pv(g) W,
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und wir erhalten eine Zerlegung ResN(V) = W/ @ -+ & W%, wobei r < |G/N| und
Wi, ..., W, paarweise nicht-isomorphe einfache Darstellungen von N sind.
Zu (i) und (ii): Die Aussage folgt direkt aus dem vorherigen Argumenten. Genauer gesagt gibt

es fir jedes 1 < j < rein g € G, sodass W; = gW, und damit gW,"" C W;". Aus
g W € W folgt W;” = gW,". Damit erhalten wir, dass G transitiv auf den
homogenen Komponenten wirkt, dim W; = dim W; und a; = a;.

Zu (iii): Sei H = {g € G| py(g)(W") € W/} die Stabilisatorgruppe von W;" beziiglich
der Wirkung von G auf den homogenen Komponenten der Zerlegung ResN(V).
Per Definition ist W, eine Darstellung von H und wir setzen

¢: Indg(W") — Vg ®um w— prigw.
Die Wohldefiniertheit und G-Aquivarianz folgen aus der Beobachtung, dass
P(gh ®uim w) = prv(gh)w = ¢(g Quim) pv(h)w)
$(Prna(g')(g Briry W) = pr(g’&)w = pv(g')(P(g Buimy W)
fur alle g, g’ € G,h € Hund w € W/".

Sei nun g, ..., g eine vollstandige Menge an Reprasentanten der Neben-
klassen G/H. Nach Konstruktion von H gibt es eine Vektorraumzerlegung
von V als direkte Summe V = ®&_, W* = &, py(g)W,". Ebenso haben wir
Ind (W) = @, (W), mit (W), = {g @ w | w e W'l fiiralle1 <i<r.
Aus ¢(g Quiy w) = pv(g)w € gW/" fiiralle 1 <i < rund w € W folgt die
Bijektivitat von ¢.

O
Wir wollen den Satz von Clifford hauptséachlich dazu verwenden um zu analysieren,

wann sich einfache Darstellungen von normalen Untergruppen zu einfachen Darstellun-
gen der ganzen Gruppe fortsetzen lassen.

DEFINITION 11.2. Gegeben einer normalen Untergruppe N C G und einer Darstellung
V von N, nennt man Gy £ {g € G | 8V = V} die Tragheitsgruppe von V.

UBUNG 11.2. Zeigen Sie, dass fiir jede normale Untergruppe N C G und jede Darstellung
V von N gilt N C Gy.

Wir schreiben Irr(G, V) fiir die Menge an Isomorphieklassen einfacher Darstellungen
von G, die aufgefasst als Darstellung von N mindestens eine Kopie von V enthalten. Das
bedeutet, ist [W] € Irr(G, V), so gilt W ist einfach und [V : Res}(W)] > 1.

LEMMA 11.3. Sei N C G normal und V eine irreduzible Darstellung von N. Dann ist
Irr(Gy, V) — Irr(G, V), [U] — [IndgV(U)]
eine Bijektion.

BEWEIs. Sei U eine einfache Darstellung von Gy mit [V : ResgV(U)] > 1. Wir zeigen
zunachst, dass W = IndgV(U) einfach ist und [V : ResN(W)] > 1. Anwenden der
Mackey-Formel und liefert eine Vektorraumzerlegung

W = Res} Ind§ (U) = ®(xjec/6, IndNeg, Resty @ (FU) = B xjec/6, Resty, (V).

Betrachten wir einen Untermodul W/ C W. Nach Definition von Gy und dem Satz
von Clifford gibt es eine natiirliche Zahl a € N, sodass Res,{vcv(x U) = (*V)* fur alle
Nebenklassen [x] € G/Gy. Folglich erhalten wir W’ = Res}(W’) = ®[1je6/6, U/,}» wobei
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U/, € *Utiir alle [x] € G/Gy. Die Wirkung der Gruppe Gy C G auf ®(yjc/6, U fixiert
den Summanden U[’e] C U.Da U aber als Darstellung von Gy einfach ist, muss U[’e] = {0}
oder U}, = {V} gelten. Weiterhin ist Ui, = pw(y)(U,)) fiir jedes [v] € G/Gy. Somit
muss W’ entweder trivial oder gleich W sein.

Sei T eine weitere einfache Darstellung von Gy, sodass IndgV(T) = Indgv(U). Die
vorangegangenen Rechnungen zeigen, dass wir einen Isomorphismus von graduierten
Vektorrdumen erhalten ®yjec/c, Res,{VGV(x T) = Bxjec/Gy ResiVGV(x U) und somit T = U.

Um Surjektivitat zu zeigen nehmen wir an R sei eine einfache Darstellung von G
und [V : R] > 1. Gemaf} dem Satz von Clifford und der Definition der Gruppe Gy ist
R= IndgV(V“) fir a € IN. Da R einfach ist, wird es von jedem Vektor 0 # v € V¢ erzeugt.
Die Einschriankung auf Gy, liefert dass auch V¢ als Darstellung von Gy von v erzeugt
wird. Damit folgt V¢ ist einfach. U

Wir wollen den Satz von Clifford hauptséchlich auf semidirekte Produkte anwenden.

WIEDERHOLUNG. Nehmen wir an, die Gruppe G habe zwei Untergruppen N und H,
wobei N normal ist. Lasst sich jedes Element von G eindeutig als Produkt von Elementen
aus N und H schreiben, das heifit N N H = {e¢} und NH = G, sprechen wir von einem
semidirekten Produkt. Wie zuvor schreiben wir ¢;,(n) = hnh™'. Betrachten wir die Bijektion

N x H — G,(n, h) —> (nh).
Eine direkte Rechnung zeigt, dass sie ist ein Gruppenisomorphismus wird, wenn wir die
Menge N x H mit der Multiplikation

(n,W)(n', k") = (ncy(n”), hh')
ausstatten. Wir schreiben fiir diese Gruppe N X H.

Um die Theorie kompakt zu halten wollen wir uns auf den Fall beschrénken, dass
die normale Untergruppe abelsch ist. Das folgende Lemma klassifiziert in diesem Set-
ting die einfachen Darstellungen des semidirekten Produkts mittels eindimensionaler
Darstellungen der abelschen normalen Untergruppe und einfachen Darstellung der kor-
respondierenden Tragheitsgruppe.

KoroLLAR 11.4. Sei k algebraisch abgeschlossen, G = AXH ein semidirektes Produkt,
A abelsch und U eine einfache Darstellung von A.

(i) Die Tragheitsgruppe von U ist ein semidirektes Produkt A x H.
(ii) Es bezeichne Irr(H) die Menge der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen
von H. Es gibt eine Bijektion

Irr(H) — Irr(G, U), [V]+— [Ind§ (U ® V)],

wobei die Wirkung von Ax H auf U ® V durch p(a, h)(u®v) = py(a)u® py(h)v
gegeben ist.
BEWEIs.

Zu (i): Die Aussage folgt aus einer direkten Rechnung, siehe Ubung 11.3.
Zu (ii): Lemma 11.3 zeigt, dass durch W ~— InngH(W) eine Identifikation zwischen

Irr(A X H, U) und Irr(G, U) gegeben ist. Wir zeigen nun, dass
f: Irr(A) — Irr(Ax H, U), [V]— [U V]
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eine wohldefinierte Bijektion ist. Da U einfach und k algebraisch abgeschlos-
sen ist, ist dim U = 1 und wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen U = k als Vektorraum.

Per Definition ist H = {h € H | U = "U}. Wegen Schur’s Lemma gibt es
fiir jedes h € H eine Zahl A, # 0 mit A,py(a) = Anpy(h~'ah). Insbesondere ist
pu(hah™) = py(a) fir alle a € Aund h € H. Somit ist fiir jede Darstellung V
von H die Wirkung auf U ® V wohldefiniert, da

p(a, h)(p(a’, W) (u®v)) = p(a, h)(p(ha’h™, k") (u ® v)) = p(a hah™, hh)(u ® v).

Weiterhin ist U ® V genau dann einfach, wenn V einfach ist. Es folgt die Wohlde-
finiertheit und Injektivitit von f. Nehmen wir nun an W sei eine einfache A H-
Darstellung. Die Zuordnung u ® w — uw definiert einen A X H-aquivarianten
Isomorphismus U ® ResfNH W — W.Somit ist f auch surjektiv.

O

UBUNG 11.3. Zeigen Sie, jede Untergruppe eines semidirekten Produkts ist ein semidirek-
tes Produkt. Folgern Sie daraus, den Beweis des ersten Punktes von Korollars 11.4.

UBUNG 11.4. Es sei B = (Z/27)*. Wir schreiben |x|; € Z/2Z fiir das eindeutige
Gruppenelement, dessen Eintrag an der i-ten Stelle [x] ist und ansonsten konstant [0]. Die
Gruppe S; wirkt durch Automorphismen auf B via

¢: S5 — Aut(B),  o([x]) = xo0)-

(i) Bestimmen Sie die Charaktertafel der Gruppe B Xy Ss.

(ii) Betrachten Sie den Gruppenhomomorphismus f: B — Z./2Z. der bestimmt ist
durch f([1];) = 1 fir allei € {1,2,3}. Wir bezeichnen mit D den Kern von f.
Beweisen Sie, dass ¢(o)d € D fiir alle 0 € S; und d € D und folgern Sie daraus,
dass D X4 S3 wohldefiniert ist.

(iii) Berechnen Sie die Charaktertafel von D X4 Ss

BEMERKUNG 11.5. Korollar 11.4 liefert uns einen Algorithmus um die einfachen
Darstellungen eines semidirekten Produkts G = A X H, dessen Normalteiler abelsch
ist,iber algebraisch abgeschlossenen Korpern zu bestimmen. Um ihn anzugeben stellen
wir folgende Beobachtung auf, die aus dem Satz von Clifford folgt. Die Gruppe G, und
damit auch H ¢ G wirkt auf den Mengen der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen
von A:

> H xIrr(A) — Irr(A), he[(V,p)] =[(V,pocy)l
Weiterhin gilt fiir eine einfache Darstellung V von A mit Tragheitsgruppe Gy = A x H
und [ W] € Irr(G, V), dass eine natiirliche Zahl a € IN existiert, sodass

Resé(W) = GB[X]E(;/GV(XV)Q = GB[x]GH/ﬁ(xV)a.
Fiir jedes [x] € H/H ist
{h €H | prOAdh = va} :{h €H | Pv OAdhx ZPOAdx}ZxI:I

und W = IndY;, (*V)* = Ind,.p V. Die Folge ist, dass die Tragheitsgruppen von V
und *V isomorph sind. Das Verfahren aus Korollar 11.4 liefert deshalb fiir die einfachen
Darstellungen von H und H isomorphe einfache Darstellungen von G; wir miissen also
V sowie *V und die zugehorigen Tragheitsgruppen nicht gesondert betrachten. Es ergibt
sich der Algorithmus:
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(i) Bestimme die Isomorphieklassen einfachen Darstellungen von A.

(ii) Berechne die Bahnen H » [ V], fir [V] € Irr(A).

(iii) Sei Vi,..., V, eine vollstindige Familie an Reprasentanten der Bahnen. Bestimme
fiir jedes 1 < i < n die Gruppe Hy, = H n Gy, wobei Gy, die Tragheitsgruppe
von V; ist. Es gilt Gy, = A X Hy,.

(iv) Errechne fiir alle 1 < i < n die Menge der Isomorphieklassen einfacher Darstel-
lungen von Hy,.

(v) Sei Uy, ..., U;, die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von
Hy,, wobei 1 < i < n. Es gibt eine Bijektion

Irr(G) = UL, U, [Ind g, Vi ® Uyl = Uy U [Ind g, Vi ® Uyl
Fir1 <i<nund1 < j < m; ist die Dimension von Indxm, Vi ® Ui; gleich

|H/H;|dim U; ;. Falls k = C kann der Charakter der einfachen Darstellung
Indsxm,, Vi® U ; mittels der Frobenius-Formel aus Lemma 10.1 berechnet werden.
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UBUNG 11.1. Sei N C G eine normale Untergruppe g € G und W eine Darstellung von
N. Zeigen Sie dass die Isomorphieklassen der Unterdarstellungen von W und der Unterdar-
stellungen von 8 W in Bijektion stehen. Folgern Sie daraus, dass W genau dann einfach ist,
wenn 8 W einfach ist.

UBUNG 11.2. Zeigen Sie, dass fiir jede normale Untergruppe N C G und jede Darstellung
V von N gilt N C Gy.

UBUNG 11.3. Zeigen Sie, jede Untergruppe eines semidirekten Produkts ist ein semidirek-
tes Produkt. Folgern Sie daraus, den Beweis des ersten Punktes von Korollars 11.4.

UBUNG 11.4. Es sei B = (Z/27)*. Wir schreiben |x|; € Z/2Z fiir das eindeutige
Gruppenelement, dessen Eintrag an der i-ten Stelle [ x| ist und ansonsten konstant [0]. Die
Gruppe S; wirkt durch Automorphismen auf B via

¢: S5 — Aut(B),  o([x]) = xo0)-

(i) Bestimmen Sie die Charaktertafel der Gruppe B Xy Ss.

(ii) Betrachten Sie den Gruppenhomomorphismus f: B — Z./2Z. der bestimmt ist
durch f([1];) = 1 fiir allei € {1,2,3}. Wir bezeichnen mit D den Kern von f.
Beweisen Sie, dass ¢p(o)d € D fiir alle 0 € S; und d € D und folgern Sie daraus,
dass D X4 S3 wohldefiniert ist.

(iii) Berechnen Sie die Charaktertafel von D X4 Ss
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12. Woche 12: Coxeter-Gruppen

Coxeter came to Cambridge and he
gave a lecture, then he had this
problem (...) and he asked for a
unified proof. I left the lecture room
thinking. As I was walking through
Cambridge, suddenly the idea hit me,
but it hit me while I was in the middle
of the road. When the idea hit me I
stopped and a large truck ran into me
and bruised me considerably (...). So I
pretended that Coxeter had calculated
the difficulty of this problem so
precisely that he knew that I would
get the solution just in the middle of
the road. (...) Ever since, I've called
that theorem the “murder weapon”.

John Conway - Interview im
Mathematical Intelligencer 2001

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Coxeter-Gruppen
(ii) Die geometrische Standarddarstellung
(iii) Die Klassifikation endlicher Coxeter-Gruppen
(iv) Coxeter-Gruppen der Typen A, B, D und I und ihre Darstellungstheorie.

Wir wollen in den néchsten zwei Abschnitten die Resultate der letzten Wochen
auf bestimmte Spiegelungsgruppen anwenden, die zum Beispiel in der Lie-Theorie eine
zentrale Rolle, da sie die Symmetrien von Wurzelsystemen beschreiben und damit zentrale
Informationen tiber (halbeinfache) Lie-Algebren kodieren.

DEFINITION 12.1. Sei S = {sy,..., s,} eine Menge der Kardinalitit n. Eine Matrix
M € Mat,(IN U {oo}) heiflt Coxeter-Matrix, falls fiir alle 1 < i, j < n gilt m;; = mj; und
m;; = 1 genau dann, wenn i = j.

Der Coxeter-Graph des Paars (S, M) ist ein ungerichteter (gewichteter) Graph mit
S als Eckenmenge und genau dann eine Kante mit Gewichtung m;; zwischen s; und s;,
wenn m;; 2> 3.

Der besseren Lesbarkeit halber werden in Coxeter-Graphen Kanten mit Gewichtung
3 als ungewichtete Kanten eingezeichnet.

Uns werden die folgenden vier Coxeter-Matrizen und Graphen immer wieder begeg-
nen.

BerspieL 12.2. Nehmen wir zuniachst an S = {s;, s,} und k > 4 sei eine natiirlich Zahl.
Die 2 x 2-Coxeter-Matrix mit k als Eintrag auf3erhalb der Diagonale und ihr Graph sind

o (1 Kk
Wo=(y ) e

Die Coxter-Matrix zu I,(3) wird uns unter anderem Namen begegnen; der Coxeter-Graph
der 2 x 2-Matrix I,(2) mit Einsen auf der Diagonale und Zweien auf der Nebendiagonale
ist nicht zusammenhangend. Er besteht aus zwei Punkten und keinen Kanten.
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Fir n > 2 sei Si) = {51, ..., $»}. Wir betrachten die drei Beispiele

1,3 2.2
3.
A, E 2 2 eMat]N(n) 1 S5 Sy ————-- Snet s,
2....72 73 1
1 3 2.-.--2
B 227173 2| € Maty(n+1) N 5 P o b
31
2. ... 2 4 1
1.3 .2 2.....2 Ss1
def 2 2 2
e PR T B € Matn(n +2) 5 5~ N
1273 1 2 \
2.2 3 2 1

Endliche Coxeter-Matrizen codifizieren die Relationen einer endlich préasentierten
Gruppe.

DEerFINITION 12.3. Man nennt eine Gruppe W eine Coxeter-Gruppe, wenn es eine
Menge S = {s;, ..., s,} und eine Coxeter-Matrix M gibt, sodass

(12.1) W = (sy,...,s, | furalle1 <i,j < ngilt(ss;)™ = e falls m;; < o0).
Das Paar (W, S) heif3t ein Coxeter-System.

UBUNG 12.1. Sei W eine Gruppe und s,t € W Elemente der Ordnung 2. Beweisen Sie,
dass aus (st)" = e auch (ts)" = e folgt.

UBUNG 12.2. Zeigen Sie, dass{a, b,c | a® = b® = ¢* = abc = e) = W(A,).

In der Klassifikation endlicher Coxeter-Gruppen spielen die Matrizen (I,(k))s2, (An)us2,
(Bu)us3 und (D,),>4 aus Beispiel 12.2 eine zentrale Rolle.

KoNVENTION 12.4. Fiir natiirliche Zahlen n, k > 2 verwenden wir die suggestive
Schreibweise

(i) W(I,(k)) fur das Coxeter-System definiert auf der zweielementigen Menge {sy, s,}

und der Coxeter-Matrix I,(k),

(ii) W(A,) fur das Coxeter-System mit zugrundeliegender Menge S = {si, ..., s;}
und Coxeter-Matrix A, € Maty(n),

(iii) W(B,y1) fur das Coxeter-System mit S = {si, ..., s,41} als zugrundeliegender
Menge und Coxeter-Matrix B,;; € Maty(n + 1),

(iv) W(D,.) fiir das Coxeter-System mit S = {sy, ..., s,.2} sowie D,,, € Maty(n + 2)
als Coxeter-Matrix.

Wir kennen bereits eine Familie an Beispielen fiir Coxeter-Gruppen in Form von
Diedergruppen.
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LEMMA 12.5. Fiir jedes k > 2 ist zwischen der Coxeter-Gruppe W (I,(k)) und der Die-
dergruppe Dy, = {(a,b | a® = e, b* = e,aba = b*') durch die Zuordnung s, — a und
s, —> ab ein Isomorphismus von Gruppen bestimmt.

UBUNG 12.3. Beweisen Sie Lemma 12.5.

Diedergruppen beschreiben die durch Spiegelungen gebildeten Symmetrien eines
regelméfligen k-Ecks. Diese “geometrische Darstellung” lasst sich auf allgemeine Coxeter-
Gruppen erweitern.

DEFINITION 12.6. Sei (W, S) ein Coxeter-System mit zugehoriger Coxeter-Matrix
(mst)s.1es € Mat,(IN U c0) und V ein reeller Vektorraum mit Basis (e;)scs. Auf V sei die
symmetrische Bilinearform (—,—): V x V — R definiert durch

JT
—COS=— Mgy < o0
(es; et) = st
-1 sonst.

Die geometrische Standarddarstellung (V, pyq) von W ist definiert durch
Psa($)v = v — 2(v, e,)e, fiir alle s € S.

LEMMA 12.7. Die geometrische Standarddarstellung eines Coxeter-Systems (W, S) ist
wohldefiniert.

BeEwEis. Wir miissen zeigen, dass die Darstellung den Relationen von (W, S) genugt.
Sei F(S) die von S erzeugte frei Gruppe. Fiir jedes s € S ergibt sich aus cos(rr) = —1 die
Identitat

(psta(8))°v = pa(v — 2(v, es)es) = v — 4(v, e;)e; + 4(v, e,)(es, e5)es = v fur allev e V.

Daraus folgt pgq(s) ist ein Automorphismus von V der Ordnung Zwei. Aufgrund der
universellen Eigenschaft der freien Gruppe gibt es einen eindeutigen Gruppenhomomor-
phismus pgq: F(S) — Autr(V) mit pga(s) = psa(s).

Da pga(s*) = (Psa(5))? = psa(s)? = idy fiir alle s € S, verbleibt es zu zeigen, dass
fur s = t € S und zugehorigem Eintrag m;, € IN der Coxeter-Matrix aus m;, < oo
auch pya(st)™ = idy folgt. Eingeschrankt auf den Unterraum V' = spang(e;, e;) ist die
Bilinearform parametrisiert durch die Matrix

(es; es) (65, et) _ 1 — COoS ”/mxr
(ere)) (e e))  \ —cos/my 1 :

Diese ist positiv definit und die Bilinearform auf V’ demnach nicht ausgeartet. Wir konnen
folglich V als Vektorraum zerlegen in V = (e; N e;") @ spang(es, e;). Fir w € e, n ¢ ist

Pstd(SHHW = Pera(8)(Psra(H)w) = para(s)w = w.

Sowohl s als auch t wirken auf V” durch Spiegelungen durch die zu e; beziehungsweise
e; orthogonalen Geraden. Damit wirkt st durch eine Rotation um einen Winkel 6. Um
diesen zu bestimmen berechnen wir

psa(st)e; = psa(s)(—e;) = —e; — 2cos —e;.

Mg
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Es folgt
2
T T
cos(6) = (e;, —e; — 2 cos e)=—1+2 (cos )
Mg myg;
2 2
T . T
= <cos ) - (sm ) = cos(—)
mst mst mst
und somit pstd(;t)msfv’ =v firallev € V'. O

UBUNG 12.4. Fiir ein Coxeter-System (W, S) mit geometrischer Standarddarstellung
Vaa definieren wir die Menge A = {pgiw)e; | w € W,s € S}. Man kann zeigen, dass
A=A L(=A"), wobei A* ={reA|r=>)  sAes,As >0 fiiralle s € S}. Auflerdem gilt
furalle s € S, dass psa(s) (AT \ e5) = At \ es.

Die Linge der Elemente von W ist bestimmt durch die Abbildung

I: W—N, I(w)=min{n € N |3s;,,...,8, €S : w=5, ... $;,}.
Fiir w € W schreiben wir S(w) = {r € A* | pgs(w)r € —A*}. Beweisen Sie [(w) = |S(w)|.
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir w = s, ... s;, gilt S(w) = {s;, ... s;,(e5) | 1 < k < n}.

Mittels der geometrischen Standarddarstellung lassen sich alle endlichen Coxeter-
Gruppen klassifizieren. Ein Beweis wird unter anderem in [Hum90] diskutiert. Wir
werden die folgenden zwei Resultate benutzen ohne ihre Beweise zu diskutieren.

LEMMA 12.8. Sei (W, S) das Coxeter-System einer endlichen Coxeter-Gruppe. Die Wir-
kung pga: W —> Autg(V) der geometrischen Standarddarstellung (V, pyq) ist injektiv.

THEOREM 12.9. Fiir jede endliche Coxeter-Gruppe W gibt es eine endliche, mogli-
cherweise leere, Familie (W}, S;);<;<, an Coxeter-Systemen, sodass W = x| W; und fur
jedes 1 <i < n der Coxeter-Graph von (W, S;) in der folgenden Liste enthalten ist:

E; X 5
D,
o— o E;

UBUNG 12.5. Beweisen Sie, dass es zwei Coxeter-Systeme (W, S) und (W', S’) gibt, sodass
IS| #|S|” aber W = Dy, = W’

Wir haben bereits gesehen, dass Coxeter-Gruppen vom Typ (k) isomorph zu Die-
dergruppen sind. Unser Ziel ist nun die Gruppenstrukturen von Gruppen der Typen A,,
B, und D, zu analysieren. Fir 1 <i < n schreiben wir o; = (i i + 1) € S,41.

LEMMA 12.10. Fiir jedes n > 2 gibt es einen Gruppenisomorphismus

f: W(A,) — Spia, Si /> 0.

Bewels. Wir betrachten die direkte Summe U = Vg4 @ Ry, der geometrischen
Standarddarstellung von W(A,) und der trivialen Darstellung von W(A,). Dieser liegt
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ein n + 1-dimensionaler Vektorraum U mit Basis (ey, ..., €,, €,+1) zugrunde. Die Wirkung
ist fur alle 1 < i < n definiert durch p(s;)e,;; = e,y und

ej+e i+1=joderi—1=j
p(se; = 1 —e i=j fur1<i,j<n
€j sonst

Setzen wir e, = Z;’:,l ejfir1 <k <n+1 Esgilt

i—2 n+1

p(s)el = Zej+el~_1+ei—el~+ei+1+el~+ Z e = e, k<i-1,
=1 =it
n+1 n+1
p(s)el = —e + e + € + Z e =€, p(s)el,, = e + e+ Z e =€,

Jj=i+2 Jj=i+2

n+1
p(s)e. = Z e;=¢€, k>i+2.

j=it2

Damit folgt, dass %; = p(s;)% beziiglich der Basis B’ = (¢, ..., ¢.,,) die Permutations-
matrix ist, die die Basisvektoren e/ und e/,, miteinander vertauscht und alle anderen
Basisvektoren invariant lasst. Als Folge von Lemma 12.8 ist p: W(A,) — Autgr(U)
injektiv. Da die Gruppe Perm(n + 1) der (n + 1) x (n + 1) Permutationsmatrizen aber von
den elementaren Vertauschungen (2;),<;<, erzeugt wird ist p auch surjektiv. Wir erhalten

damit den gewiinschten Isomorphismus

P
W(A,) ————— Perm(n+1) ———— s,

S; t 21‘ t (o]

O

UBUNG 12.6. Vervollstindigen Sie den alternativen Beweis, dass W(A,) = S, fiir alle
n>2.
(i) Beweisen Sie, dass es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus f: W(A,) —
Sut1 gibt mit f(s;) = o;.
(ii) Zeigen Sie induktiv, dass|W(A;)| = (n+ 1)!. Beginnen Sie dabei mit dem Falli = 1.
(Hier ist W(A,) = Z./27.)
(iii) Definieren Sie fiir den Induktionsschritt fiir jedes 0 < i < n + 1 das Element
T; = Opt1...0; € W(A,i1). Beweisen Sie 7; ¢ W(A,)1; fiiri # j und fiir jedes
w € W(A,;,) existiert ein0 <i < n+1, sodass w € W(A,11)T;.
(iv) Folgern Sie daraus, dass W(A,2) = U W(A) T, was |[W(Au)| = (n+ 2)!
impliziert.

Anhand der Coxeter-Graphen kénnen wir erkennen, dass es “grofie” Untergruppen
in W(B,) und W(D,) gibt, die isomorph zu symmetrischen Gruppen sind.

BEMERKUNG 12.11. Betrachten wir eine nattrliche Zahl n > 2. Es sei [x]; € (Z/27Z)"
fur jedes [x] € Z/2Z und 1 < i < n das eindeutige Element aus Z /27 dessen i-ter
Eintrag [x] ist und ansonsten alle Werte konstant [0] sind. Es gibt einen eindeutigen
Gruppenhomomorphismus

¢: Sy — Aut((Z/22)"),  sodass  $(o)lx]; = [x]s)
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und wir konnen das (dufiere) semidirekte Produkt (Z/2Z)" x4 S, bilden. Die Gruppen-
struktur ist bestimmt durch

(Ix1i X[yl ) = (x]i + [y]oey, o 7).

LEMMA 12.12. Unter Verwendung der Notation aus Bemerkung 12.11 gibt es fiir jede
natiirliche Zahl n > 3 einen Gruppenisomorphismus

g: W(B,) — (Z/2Z)" x4 S,, sj+—(e,0)) firj<n—1, s,+— ([1],, ).

Zum Beweis des Lemmas benotigen wir eine allgemeine Feststellung iiber Prasentatio-
nen von semidirekten Produkten. Wir schreiben F(X) fiir die von der Menge X erzeugte
freie Gruppe.

LEMMA 12.13. Seien N = F(X)/Rx und H = F(Y)/Ry zwei Prdsentationen und
¢: H — Aut(N) ein Gruppenhomomorphismus sowie : X —> Bij(Y) so, dass fiir
allex € X und y € Y gilt [y (y)x] = ¢([y][x]. Dann ist

N X4 H=F(XUY)/{(Rx,Ry,yxy™' = ¢(y)x firalley € Y, x € X).

Beweis. Die Zuordnungen x — ([x],e) und y — (e,[y]) furallex € Xund y € Y
induzieren einen surjektiven Gruppenhomomorphismus 7: F(X 1Y) — N x4 H. Es
gilt

m(yxy™) = (e.[yDUx], e)e, [y D = (¢([yDIx]. €) = 7 (¥ (y)x).
Wegen des ersten Homomorphiesatzes gibt es also auch einen surjektiven Gruppenho-
momorphismus

't FXuY), 2F(XuY)/yxy ' =¢(y)x,y € Y,x € X) — N X, H.

Da fiir alle x € X und y € Y gilt (xyx’) = (xyx’y'y) = (x)(y)x’y), hat jedes Element
(w) € F(X UY)y einen Reprasentanten (w) = (x; ... x;y1 ... ¥;), wobei xy, ..., x; € X u X!
und y;,...,y; € Y u Y '. Hierbei bezeichne X' und Y~! die Mengen der (formalen)
Inversen der Erzeuger aus X beziehungsweise aus Y. Aus der Identitdt 7’({(w)) =
([x1 ... ), [y1, ..., ¥51) = (e, e) genau dann, wenn [x; ...x;] = e und [y, ... y;] = e folgt
unter abermaligem Anwenden des Homomorphiesatzes die Aussage. U

BEWEIS DES LEMMAS 12.12. Geméfy Lemma 12.13 ist (Z/2Z)" X, S, erzeugt von den
Elementen 5; = (e,0;) firalle 1 <i < n—1sowie 7; = ([1];,e) mit 1 < i < n und den
Relationen

(a) (@) = e, (Giom) =e (Gio)=e li—jl>2,
(b) (T1) = e, T T =e,
(c) GiTinoi=7, (i) =e i#zkundi+1=k,

fur geeignete 1 <i,j < n—1und 1 < [,k < n. Um zu zeigen, dass g wohldefiniert ist,
reicht es festzustellen, dass

(Gn—l T_n)4 = (Gn—l Tn On-1 7-—_n)z = (Tn—l T_n)z = e
Wir geben nun ein Inverses von g explizit an.
h: (Z/2Z)" x4 S, — W(B,), o> S, Tk > Sk Sn—1SnSn—1 -.. Sk.

Sobald gezeigt ist, dass h wohldefiniert ist, folgt aus der Definition von g und A sofort,
dass diese jeweils invers zueinander sind. Wieder gilt es, die Relationen zu tiberpriifen.
Dazu fihren wir die Kurzschreibweise t; £ s ... Sy—1S,Sn—1 ... St fur alle 1 < k < n ein. Die
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Relationen (a) sind per Definition von W(B,) erfiillt. Fur die Relationen (c) berechnen
wir:

Sitiv1Si = Si(Siv1 - Sp—1SnSnet .- Six1)Si = 1
SiteSi = Si(Sk .o Sp1SnSp1 ... SK)Si = b i<k-—1
SitreSi = Si(Sk ... Sp_1SnSn—1 ... SK)S;
= Sk ... $i28iSi1SiSit1 -+ Sn_1SnSn_1 --- Sit1SiSi_18iSi2 -+ Sk
= Sk v $i—25i-15;Si-1Si+1 -+ Sp—15nSn—1 -+ Si+18i-1SiSi-1Si—2 ... Sk
= Sk ... Si—2S8i-1SiSit1 -+ Sn—1SnSn—1 -+ Sit1SiSi—1Si—g ... Sk = b, I>k+1
Schlie3lich verifizieren wir Relation (b)
£ = Sk e Su_1SnSn_1 -+ SkSk -+ Sn_1SnSn1 -+ Sk = Sk - Sp_15nSuSn_1 .- Sk = €
tity = (St Sn-1)(Spo1 e SOL(S1 o Sno1)(SnSno1 - S1)
= (81 Su—D)te(SpSp—1 ... 81)
= (81 - Su—1)(Sk - Sn—2Sn—1SnSn—1Sn—2 --- SK)(SnSn1 --. 1)
= (81 Sn—1)(Sk - Sn—2Sn—1SnSn—1SnSn—2 --- Sk)(Sn1 ... 1)
= (81 Sn—1)(Sk - Sn—2SnSn—15nSn—15n—2 - Sk)(Sn1 ... 1)
= (81 - Sp-15n)(Sk - Sn—25n-15nSn—1Sn—2 -+ Sk)(Sp—1 ... S1)
= (87 $n—150) (St e S)(S7 v Sp—1)(Sk +vv Sp—1SnSn—1 -+ Sk)(Sp—1 ... S1)
=t(s1... sp_)tr(sp_qy ... s)) = tite, 1> k+1
O

Coxeter-Gruppen vom Typ D koénnen wir als spezielle (normale) Untergruppen des
Index 2 von Typ B Gruppen auffassen.

LEMMA 12.14. Fiir n > 4 definiert die Wirkung
i i<n-2
s 2.)27.x41,...,n} — {1,..., n}, [1]si=1{n i=n—1
n—1 i=n
einen Gruppenhomomorphismus : Z/2Z — Aut(W(D,)) mit y([1])s; = su}.: und es
gilt W(B,) = W(D,) X, Z/Z.

BEwEIs. Wir missen zeigen, dass ¢ mit den Relationen von W(D,) kompatibel ist.
Fir1<i,j<n-—2ist

S[1.i = & Csppas )’ = (sis)? =e, li—jl>2,
(3[1]>i3[1]>i+1)3 =(sisp1)’ =€ i<n-3
(5[1]Dn—23[1]>n—1)3 = (Sn—ZSn)3 =6, (5[1]Dn—23[1]>n)3 = (Sn—zsn—l)3 =6

(s[l]v\»n—ls[l]bn)2 = (Snsn—l)2 =e€
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Damit ist i/ somit wohldefiniert. Nach Lemma 12.13 ist W(D,) X, Z/2Z erzeugt von
Elementen 3, und t mit den folgenden Relationen, wobei 1 <1i,j < n—2

(d) ) =e, Gis)i=e li—-jl>2 (Gsa)=e
(e) oz S0)’ =&, Gia ) =e,
(f) F=e (I5)0=e IS51=5,

Wir definieren g: W(D,)XyZ/27Z — W (B,) mittels der Zuordnung s; > s; fiiralle 1 <
i<n-1,5, — $;8,_1S, und t —> s,. Um die Wohldefiniertheit zu verifizieren tiberpriifen
wir die Relationen. Da das Pendant zu den Gleichungen (d) in W(B,) per Definition erfiillt
ist und g(¥)* = s = e, reicht es die folgenden Gleichungen zu verifizieren. Dafiir sei
wieder 1 <i<n-—2

(g g(3)’ = (sn2SnSnm150)” = (SuSn—2Sn-150)” = Su(Su_zsn1)’sn = €
(8GaEG)) = (sprsusn-1sn)’ =€, (gD = (sas)’ =€
g(1)g(5n2)g(t) = spsp-15n = g(55)

Wieder geben wir ein Inverses von g explizit an. Es sei h: W(B,) — W(D,) Xy Z/2Z
bestimmt durch s; — §; furalle 1 <i<n-—1, und s, —> t. Wir bestimmen

(h(sp-Dh(D)) =G D' =Gt D)’ =G ) =e
Damit folgt die Wohldefiniertheit von h und, da g und h zueinander invers sind, die
Aussage. U

Wir konnen nun Clifford-Theorie, vor allem Korollar 11.4, anwenden um, in Abhéan-
gigkeit von einfachen Darstellungen der symmetrischen Gruppe, die wir nachste Woche
berechnen wollen, die einfachen Darstellungen von Coxeter-Gruppen vom Typ B und D
zu charakterisieren.

WIEDERHOLUNG. Die Partitionen einer natiirlichen Zahl n € N sind Tupel A =
(A4, ..., Ax) von natiirlichen Zahlen A, > A, > ... A die aufsummiert n ergeben. Jedem Ele-
ment o € S, koénnen wir eine eindeutige Partition zuordnen, indem wir die Zyklenldngen
von o (absteigend) anordnen. Da zwei Elemente von S, genau dann zueinander konjugiert
sind, wenn sie die gleiche Zyklenldngen haben entsprechen die Konjugationsklassen von
S, genau den Partitionen von S,.

LEMMA 12.15. Sein > 2.

(i) Die Isomorphieklassen einfacher komplexer Darstellungen der Gruppe W (A,) sind
in Bijektion mit Partitionen der Zahl n + 1.

(ii) Fiir jede einfache Darstellung V von (Z/2Z)""" X4 Sps1 = W(B,1) existieren
eindeutige nichtnegative ganze Zahlen | + k = n + 1 sowie bis auf Isomorphie
eindeutige einfache Darstellungen U; und U, von S; und S, sodass

~ W(B)
V= Ind(Z/ZZ)I>4¢(51)X(Z/2Z)k>4¢5k((Ctriv ® Ul) ® (ngn ® UZ))

BEWEIS.
Zu (i): Die Isomorphieklassen einfacher komplexer Darstellungen einer endlichen Grup-
pe G sind in Bijektion mit den Konjugationsklassen von G. Da W(A,) = S,

und die Konjugationsklassen von S,,; den moglichen Zykleltypen und damit
den Partitionen von {n + 1} entsprechen, folgt die Aussage.
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Zu (ii): Sei V' C Resgﬁgzi% 5., (V) ein direkter Summand der Restriktion einer einfa-

chen Darstellung von (Z/2Z)"*' X4 S,.1. Insbesondere ist V’ eindimensional
und es existieren eindeutige natiirliche Zahlen [, k € N, mit [ + k = n + 1 sowie
ein nicht notwendigerweise eindeutiges Element o € S,,,, sodass

1 i<l
-1 i>L

(py o p(a))([1]) = {

Sei V7 = “ V. Die Stabilisatorgruppe von V" ist S; x S. Damit liefert Korol-
lar 11.4 und Bemerkung 11.5 die Aussage.
O

Um die einfachen Darstellungen von W(D,) zu klassifizieren benutzen wir, dass es
eine normale Untergruppe von W(B,) vom Index 2 ist.

LEMMA 12.16. Es sei N C G eine normale Untergruppe deren Index p = G/N eine
Primzahl ist und V eine einfache komplexe Darstellung V von G. Dann ist Resp (V) genau
dann einfach, wenn V % V ® X fiir alle eindimensionalen Darstellungen X von G mit
N = ker X. Ansonsten gibt es eine einfache Darstellung W C ResN(V) von N, sodass
*W =YW genau dann,wenn xN = yN und Resy(V) = ®(gec/nEW.

BewEis. Wir analysieren zunéchst die Struktur eindimensionaler Darstellungen von
G die N im Kern der Wirkung enthalten. Aus dem erste Homomorphiesatz folgt, dass Iso-
morphieklassen eindimensionaler Darstellungen von G mit N im Kern der Wirkung und
Isomorphieklassen irreduzibler Darstellung von G/N in Bijektion stehen. Da G/N eine
abelsche Gruppe der Ordnung p ist, bilden die Isomorphieklassen der eindimensionalen
Darstellungen mit Tensorieren als Multiplikation eine zyklische Gruppe der Ordnung
p. Also gibt es eine eindimensionale Darstellung X von G mit N C ker py, sodass fiir
jede weiter eindimensionale Darstellung Y mit N C ker py ein [ € IN existiert, sodass das
I-fache Tensorprodukt X® isomorph zu Y ist. Insbesondere folgt aus V = V ® X bereits
V=VeY.

Wir berechnen nun unter Zuhilfenahme von Ubungsaufgabe 8.7

Ind§ ResN(V) = Ind$S(Resh (V) ® Cuyy) = V ® Ind(Cyiy).
Fiir alle n € N und g € G haben wir

Prna(n)(g Bkin) 1) = ng Ouiny 1 = g(g7'ng) ®un 1 = g Qi 1.
Wir definieren auf C[G/N],; eine Wirkung pquet: C[G/N] — Aute(C[G/N]) von
G mittels pquot(g)g’N = gg’N. Die vorangegangene Rechnung zeigt, dass mittels der
Zuordnung g ®yy] 1 —> gN ein Isomorphismus von Darstellungen zwischen Ind§(C,)
und C[G/N],e; implementiert wird. Es folgt

dim Homy(ResY(V),Resy(V)) = dim Homg(V, Ind} Res¥(V))

= dimHomg(V,V ® C[G/N )
p
) 1 V22VeX
= ZdimHomG(V,V@)X@’) = { *
P p sonst.
Damit folgt, Resg (V) ist genau dann einfach, wenn V 2 V ® Y fiir alle eindimensionalen

Darstellungen Y von G mit N = ker py.



12. WOCHE 12: COXETER-GRUPPEN 97

Nehmen wir nun an W C ResX(V) sei eine echte einfache Unterdarstellung. Nach
dem Satz von Clifford gilt Res}(V) = @fg]ec /GW(W"). Wir haben

p = dim Homy(Res)(V), Res¥(V))
= dim Homn(®g1ec/6,, 5 (W?), Blglec/cw S (W?)) = |G/ Gwla®
und damit a = 1 sowie |G/G,,| = p, was Gy = N impliziert. O
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UBUNG 12.1. Sei W eine Gruppe und s,t € W Elemente der Ordnung 2. Beweisen Sie,
dass aus (st)" = e auch (ts)" = e folgt.

UBUNG 12.2. Zeigen Sie, dass{a, b,c | a® = b® = ¢* = abc = e) = W(A,).
UBUNG 12.3. Beweisen Sie Lemma 12.5.

UBUNG 12.4. Fiir ein Coxeter-System (W, S) mit geometrischer Standarddarstellung
Vga definieren wir die Menge A = {pys(w)e; | w € W,s € S}. Man kann zeigen, dass
A=A"U(=A"), wobei At ={reA|r=2) sAes,A; >0 fiiralle s € S}. AufSerdem gilt
fiir alle s € S, dass pga(s) (A" \ e5) = A" \ es.

Die Lange der Elemente von W ist bestimmt durch die Abbildung

I: W — N, I(w) =min{fn e N | 3s;,...,5, €S : W=, ... 5, }.

Fiir w € W schreiben wir S(w) = {r € A* | pgs(w)r € —A*}. Beweisen Sie [(w) = |S(w)|.
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir w = s, ... s;, gilt S(w) = {s; ... s;,(e5) | 1 < k < n}.

UBUNG 12.5. Beweisen Sie, dass es zwei Coxeter-Systeme (W, S) und (W', S’) gibt, sodass
|S| # |S|” aber W = Dy, = W’

UBUNG 12.6. Vervollstindigen Sie den alternativen Beweis, dass W(A,) = S, fiir alle
n>2.

(i) Beweisen Sie, dass es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus f: W(A,) —

Sut1 gibt mit f(s;) = o;.

(ii) Zeigen Sie induktiv, dass|W(A;)| = (n+ 1)!. Beginnen Sie dabei mit dem Falli = 1.
(Hier ist W(A,) = Z./27.)

(iii) Definieren Sie fiir den Induktionsschritt fiir jedes 0 < i < n + 1 das Element
Ty = Opt1...0; € W(Auy1). Beweisen Sie t; ¢ W(A,)t; firi # j und fiir jedes
w € W(A,.) existiert ein0 <i < n+ 1, sodass w € W(A,.1)7;.

(iv) Folgern Sie daraus, dass W(A,42) = U W(A,) T, was [W(Ap)l = (n+ 2)!
impliziert.
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13. Woche 13: Die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe

However, gambling is nothing but the
applied representation theory of S,,.

Ivan Cherednik — Degenerate affine
Hecke algebras and two-dimensional
particles

In dieser Woche behandeln wir:

(i) Young-Tableaus und Tabloids
(ii) horizontale und vertikale Untergruppen
(iii) Specht-Moduln
(iv) die Klassifikation der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von symmetri-
schen Gruppen

Wir haben in Woche 6 gesehen, dass die Charaktere irreduzibler komplexer Dar-
stellungen einer endlichen Gruppe in Bijektion stehen mit den Konjugationsklassen
der Gruppe. Diese Korrespondenz fufit allerdings nicht auf darstellungstheoretischen
Uberlegungen, sondern ist der Tatsache geschuldet, dass die Konjugationsklassen einer
Gruppe eine Basis des Zentrums der Gruppenalgebra bilden und, als Folge des Satzes von
Artin—-Wedderburn 5.3, die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der
Dimension des Zentrums der (Gruppen-)Algebra entspricht. Zum Abschluss der Vorle-
sung wollen wir fiir symmetrische Gruppen explizit aus dem (kombinatorischen) Datum
der Konjugationsklassen alle irreduziblen (komplexen) Darstellungen konstruieren.

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt bereits gesehen, dass Partitionen von
natiirlichen Zahlen und Isomorphieklassen irreduzibler komplexer Darstellungen der
symmetrischen Gruppe in Bijektion stehen. Dies ist zentral fiir die folgenden Uberlegun-
gen.

WIEDERHOLUNG. Die Partitionen einer Zahl n € IN sind Tupel A = (4, ..., A) von
natiirlichen Zahlen A; > A, > ... A die aufsummiert n ergeben. Man schreibt A +~ n.

Um mit Partitionen zu rechnen, wollen wir ihnen ein graphisches Kalkiil geben.

DEeFINITION 13.1. Das Young-Diagramm einer Partition A = (A4, A,,..., A¢) einer
natiirlichen Zahl n besteht aus k Reihen gleich grofier, linksbiindig angeordneter Quadrate,
sodass die i-te Reihe A; Quadrate enthdlt. Man nennt A die Form des Young-Diagramms.

Ein Young-Tableau T ist ein Young-Diagramm dessen Quadrate ohne Doppelnennung
mit den Zahlen 1, ..., n gefillt sind. Wie bei Matrizen schreibt man T;; fiir den j-ten
Eintrag der i-ten Zeile des Tableaus. Ist T;; < Ty, fallsi = kund j < [ oder j = lundi < k
spricht man von einem Standard-Young-Tableau.

Die unten abgebildeten Young-Tableaus T; und T, der Form A = (3,2,2) sind in
Standard-Form; T; hingegen nicht.

213 1(415 1(213
le 4 5 TZZ 2 6 ng 4 7
6|7 317 6|5
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Indem wir die Reihen und Spalten eines Tableaus T der Form A vertauschen, erhalten
wir das transponierte Young-Tableau T' der Form A'. Zum Beispiel sind

1123 11416
415 und 2157
6|7 3

zueinander transponiert.

Die nattirliche Wirkung der Gruppe S, auf der Menge {1, ..., n} definiert eine Wirkung
auf der Menge T*der Tableaus der Form A = (1, ..., ;) + n:

S, x T — T, (0, T) — 0.T, wobei (0.T);; = o(T;)).

Im Folgenden werden von dieser Wirkung abgeleitete Untergruppen eine zentrale Rolle
spielen.

DEFINITION 13.2. Sei T ein Young-Tableau der From A = (A;,...,A4) + n und
X; ={T;; | 1 £ j < A;}. Die zu T gehorende horizontale Untergruppe von T ist
(13.1) Hr2{c€S,|o(X) =X furalle1 <i<k}CS,.

Die vertikale Untergruppe Vr C S, von T ist die horizontale Untergruppe des transpo-
nierten Tableaus T".

.. 1|2
UBUNG 13.1. (i) Sind die zum Tableau 312 gehorenden horizontalen und ver-

tikalen Untergruppen isomorph? Sind sie abelsch?
(ii) Zeigen Sie, dass jede zu einem Tableau T der Form A = (A4, ..., Ax) + n gehorende
horizontale Untergruppe isomorph ist zu Sy, x -+ x S,.

Wir wollen zunéchst anhand von bekannten Beispielen eine Intuition fiir den Zusam-
menhang zwischen der Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen, Young-Tableaus
und ihren horizontalen Untergruppen entwickeln.

BEISPIEL 13.3. Betrachten wir die Partition (2) von 2. Diese hat zwei Young-Tableaus,
wobei nur das erste in Standardform ist:

T12 =|1 2 und T21 =| 2 1|

Die zugehérige horizontale Untergruppe ist S,. Damit wirkt S, trivial auf der Bahn
von Tj; und dementsprechend auf dem Vektorraum C[T®] = {f: 7@ — C}. Diese
Darstellung entspricht der trivialen Darstellung von S,.

Die Partition A = (2, 1) hat 2 Standard-Young-Tableaus und 4-Tableaus die nicht in
Standardform sind:

1]2 211 113 311
T12,3: 3 s T21,3: 3 s T13,2: 5 s T31,2: 9 s
213 312
T23,1: 5 T32,1:
1 1

Die horizontale Untergruppe von T ist Hy,,, = {e,(1 2)}. Analog ist Hy,,, = {e, (1 3)}
und Hp,, = {e,(2 3)}. Man beachte, dass Hry,,,, Hy,,, und Hy,, zueinander konjugiert
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sind und jeweils Paare an Tableaus ineinander iiberfithren. Die dreielementige Menge
der Bahnen 5+ = {(Ty23, To13), (T3, Ts12), (Tos1, Tsp1)} erzeugt einen dreidimensionalen
Vektorraum C[7*]. Die Wirkung von S; auf den Young-Tableaus der Form A induziert
eine Wirkung auf den Bahnen. Damit ergibt sich eine Darstellung auf C[F*]. Um den
Homomorphismus p: S; — Aute(C[T*]) kompakt angeben zu kénnen schreiben wir
[Tup c] fiir den zur Bahn (T, ., T, .) gehorenden Basisvektor, wobei x, y,z € {1,2,3}
paarweise verschiedene Zahlen sind. Man beachte, dass [Ty, .| = [T}« .] gilt. Damit ergibt
sich

p((1 2)[Tiz5] = [To13] = [Tizs], p((1 2)[Ti3,] = [Tos1], p((1 2)[ Tys1] = [T13,]
P((Z 3))[T12,3] = [T13,2]a P((Z 3))[T13,2] = [T12,3]a p((Z 3))[T23,1] = [T32,1] = [T23,1]~

Der vom Vektor [T53] + [T231] + [ T132] aufgespannte eindimensionale Unterraum ist
invariant unter der Wirkung; ebenso spane([Tiz3] — [Tos1], [ Tis2] — [Tos1]) € C[T*] und
wir erhalten die Zerlegung C[T*] = Cyy & C2.

Um das angegebene Erzeugendensystem der Standarddarstellung kombinatorisch zu
beschreiben, benutzen wir die vertikale Untergruppen Vr,, = {e,(1 3)}, Vy,, = {e, (2 3)}
und Vz,,, = {e, (1 2)}. Wenden wir die Elemente v1,3 = e—(1 3) und v3, = e—(1 2) = v33;
auf unsere Basis an, erhalten wir

V23 P [le,s] = [T12,3] - [T23>1]a V32 P [le,s] = [le,s] - [T21,3] =0,
V123 P [T23,1] = [T23,1] - [T12,3], V32> [T23,1] = [T23,1] - [T13,2],
V123> [T13,1] = [T13,2] - [T31,2] =0, V32> [T13,2] = [T13,2] - [T23,1],

DEFINITION 13.4. Gegeben einer Partition A = (Ay,..., 4x) + nist ein Young-Tabloid
[T] der Form A die Aquivalenzklasse aller Young-Tableaus T der Form A unter der Relation

T ~ T’ genau dann, wenn ein h € Hy existiert, sodass h.T = T’.

Man nennt [ T] standard, falls es ein Standard-Young-Tableau T’ gibt, sodass T ~ T".

Die Menge aller Young-Tabloids wird mit 7 bezeichnet, 7* C T ist die Teilmenge
aller Tabloids der Form A.

UBUNG 13.2. Zeigen Sie, dass fiir jedes o € S, und Tableaus T, T’ der Form A + n gilt
T ~ T’ genau dann, wenn ¢.T ~ . T".

Man notiert Tabloids @nlich wie Young-Tableaus durch ein mit entsprechenden Zah-
len gefiilltes Young-Diagramm, in dem man allerdings die vertikalen Trennlinien nicht
einzeichnet. Das folgende Bild zeigt die vier Young-Tableaus die in dem Tabloid der
rechten Seite zusammengefasst sind:

112 211 112 211 1 2
314} 3141 413} 4|3 und 3 4.
5 5 5 5 5

BEMERKUNG 13.5. Die Wirkung der symmetrische Gruppe S, auf den Young-Tableaus
induziert eine Wirkung auf der Menge J . Dieser Eigenschaft liegt zugrunde, dass fiir alle
o € S,, und jedes Young-Tableau T der Form A + n gilt, dass cHro™! = H, 1. Somit hat
das lineare Erzeugnis C[T*] £ {f: 9% — C} die Struktur einer Darstellung von S,.

UBuNG 13.3. Wir fixieren die Partition A = (3,1) von 4.

(i) Bestimmen Sie die Dimension des Vektorraums C[T*].
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(ii) Zeigen Sie, dass es ein Isomorphismus von Darstellungen C[F "] = C[S,/H] gibt,
fiir Hr die horizontale Gruppe eines Tableaus der Form A.

(iii) Beweisen Sie, dass C[T*] = Indf{"T(Cm-v) wobei Hr, wie in der letzten Teilaufgabe,
die horizontale Gruppe eines Tableaus T der Form A ist.

Wir betrachten die Wirkungen bestimmter Elemente von Gruppenalgebren symme-
trischer Gruppen auf von Tabloiden aufgespannten Vektorraumen. Dazu schreiben wir
fir jedesn € Nund A + n

—»—: C[S,] ® C[T*] — C[T*], o-[T] =[0.T], firalleoc €S, [T]eT"
DEFINITION 13.6. Es sei T eine Tableau der Form A — n. Man nennt das Element

U1 = Yey, sgN(W) € C[S,] den Spalten-Antisymmetrisator.
Ihm zugeordnet ist das assoziierte Polytabloid

(13.2) br Zvre[T]= ) sgn()[v.T] € C[T*]

veVr

Ist T standard, so spricht man von einem Standard-Polytabloid.

UBUNG 13.4. Bestimmen Sie die Polytabloids zu den Tableaus

112
113[5]6 50613 314(5
> > > 34
214 214 112]6 s

DEFINITION 13.7. Der Specht-Modul einer Partition A + n ist der Untervektorraum
(13.3) S* = span.{br | [T] € T*} € C[T*].
Unser Ziel ist es, zu beweisen, dass Specht-Moduln die Darstellungstheorie der sym-

metrischen Gruppe bestimmen. Dazu ordnen wir die Menge der Partitionen.

DEerFINITION 13.8. Die lexikographische Ordnung der Partitionen von n € N ist fir
A=Ay, A) und g = (y, ..., yy) definiert durch

(13.4) A<p = 31<i<min{k, [} : L, <pyundA;=p;¥V1<j<i—1.

UBUNG 13.5.

(i) Beweisen Sie, dass die lexikographische Ordnung auf der Menge der Partitionen
einer natiirlichen Zahl n € IN eine wohldefinierte Totalordnung ist.
(ii) Bestimmen Sie das maximale und minimale Element.
(iii) Ist A < p falls p* < A*?

Die lexikographische Ordnung ist eng mit der Wirkung von Spalten-Antisymmetrisatoren
verbunden.

LEMMA 13.9. Seien A < i zwei Partitionen der Zahl n € N und T” sowie T* zugehdorige
Young-Tableaus. Es gilt v11 » [T#] = £bs1 genau dann, wenn i = A und o.T* = T* fiir ein
o € VyaHypa. Ansonsten ist v > [TH] = 0.

BEwEIs. Nehmen wir zunichst an, A = p und vh.T* = T* fiir vh € VuHya. Es ist

v e [TF] = v s [T = vpve [A.TY] = sgn(@)op[T] = £bpa.

Wir zeigen, dass, falls A < p oder kein vh € V2 Hpa existiert mit vh.T* = T*, wir ein
Paar 1 < x < y < n finden, das in einer Reihe von T* und einer Spalte von T* vorkommt.
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Angenommen es gébe keine solchen Zahlen 1 < x < y < n, wiirde einv € V71 und ein
h € Hy, existieren, sodass v.T* = h.T*. Insbesondere muss A = y gelten. Diese Gleichung
konnen wir umschreiben zu T# = h™'v.T* = v(v™'h"'v).T*. Nunist Hp = (v"'h)Hp(h™'v)
und damit
w'h™v) =v'hh'h v € Hp.
Existiere also ein Paar 1 < x < y < n in einer Reihe von T#, das auch in einer Spalte
von T* vorkommt. Da die Permutation (x y) in V. enthalten ist, ergibt sich

vpe [TH] = vpe [ p)TH] = (vp(x y)) = [T] = v = [ TY]
und damit v > [T#] = 0. O

UBUNG 13.6. Sei T ein Young-Tableau der Form A + n. Beweisen Sie, dass bt # 0.
Wir kénnen nun das erste wesentliche Resultat iiber Specht-Moduln beweisen.

THEOREM 13.10. Der zu einer Partition A - n assoziierte Specht-Modul S* ist irredu-
zibel.

BEwEis. Per Definition ist $* = spanc{br | [T] € %} C C[F*] und da fiir jedes
Tableau T der Vektor by # 0 ist {0} € S*. Um zu zeigen, dass S* unter der Wirkung von
S, abgeschlossen ist, betrachten wir ein Tableau X der Form A und ein Element o € S,
und berechnen

orbxy=cv(vxr[X]) =0 >(Z sgn(v)[v.X]) = Z sgn()[(ov).X]

veVy veVy

= Y sgn(ovo H[(cvo (0. X)] = Y. sgn@)[V'.(6.X)] = vox+[0.X] = byx.
veVy VeV x
Somit ist $* eine Darstellung.
Nehmen wir an {0} ¢ W C S* sei eine Unterdarstellung und 0 # w € W. Damit ist
w = Y 11eg2 €1l T1, wobei nicht alle ¢ gleich 0 sein kénnen. Fiir jedes Tableau X der
Form A ist
Vx>W= Z C[T]Ux[T] = Z CfT]bX = CXbX
[T]eT? [T]eg?
fiir eine Konstante ¢y € C. Aus w # 0 folgt, dass es ein Tableau X der Form A gibt, sodass
0 # ¢,byx € W. Die vorangegangene Rechnung zeigt, dass damit aber auch b, x € W fir
alle o € S,, was W = §* impliziert. OJ

Um zu zeigen, dass Specht-Moduln verschiedener Partitionen zueinander nicht iso-
morph sind, werden wir das folgende Lemma nutzen.

LEMMA 13.11. Sei f: C[F"] — C[T*] ein Homomorphismus von Darstellungen und
A < u, dann ist e ker f.

BEweis. Sei T ein Young-Tableau der Form A. Da S* einfach ist, ist by € S* ein
Erzeuger. Es ist f[T] = ¢;[T]] + -+ + c[ T{] fur Skalare cy, ..., ¢, und Tableaus T},..., T}
der Form . Unter Zuhilfenahme von Lemma 13.9 erhalten wir

f(br) = flor > [T = vre(a[T] + - + [T = 0.
Die Aussage folgt. 0
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THEOREM 13.12. Die Specht-Moduln S* und S* zweier Partitionen A, y + nsind
genau dann isomorph als Darstellungen von S,, wenn A = p.

Insbesondere ist jede einfache Darstellung von S, isomorph zu einem eindeutigen
Specht-Modul.

BeEweis. Da die Gruppenalgebra C[S"] halbeinfach ist, gibt es Darstellungen W;, W,
sodass C[T*] = $* @ W, und C[T*] = S* @ W,. Nehmen wir an 1/: S* — S* sei ein
Isomorphismus. Dann gibt es Abbildungen

L

f=igymg: C[TH 25 st Lo sn 2 g[gv,

g = 1oy g C[T7] 25 o L 9 5 g,

Da S* nicht im Kern von f und $* nicht im Kern von g enthalten ist, folgt mit Lemma 13.11,
dass A > pund p > A und somit A = p.

Die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von S” ist in Bijektion
mit den Partitionen von n und damit der Menge der Specht-Moduln; die zweite Aussage

folgt. O
UBUNG 13.7. Beweisen oder widerlegen Sie S* ® Cyyy = S* fiir alle Partitionen A + n.

UBUNG 13.8. Bestimmen Sie, welche irreduziblen Darstellungen von S5 auch irreduzibel
als Darstellungen von As sind.

Specht-Moduln sind der Ausgangspunkt der Darstellungstheorie der symmetrischen
Gruppe. Der Vollstandigkeit halber benennen wir einige wichtige Resultate deren Beweis
zum Beispiel in den Abschnitten 11, 12 und 13 des Buchs [How22] gefithrt werden.

THEOREM 13.13. Der Specht-Modul $” einer Partition A + n hat die Vektorraumbasis
{br | [T] € " standard }.
Fiir eine Partition (A4,...,Ax) + n definieren wir die Mengen
A2y i) |0 < gy < Ajy gty > iy fur allel <i< kund py + ... = n— 1},
AT E (g i) |0 < iy < A4+ 1, > pyyq fiirallel <i<kund gy + ...y = n+ 1}

Wir setzen S, = Stab(n + 1) C S,;; und erhalten die folgende Formel fiir Induktion
und Restriktion von Specht-Moduln.

THEOREM 13.14. Ist n > 2und A + n gilt

(13.5) Res§' ' (S) = @,er-S".
Analog erhalten wir fir n > 1und A + n, dass
(13.6) Indy " (8%) = @1+ S*.

Damit konnen wir das Verhalten von Restriktion und Induktion von Specht-Moduln
in einem Hasse-Diagramm festhalten. Bis n = 5 ergibt sich damit das Bild
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(5) (4,1) (3,2) (3,1,1) (2,2,1) (2,1,1,1) (1,1,1,1,1)
N s T~ 1 < = ~ s
4) (3,1) (2,2) (2,1,1) (1,1,1,1)
(3) 2,1 1,1,1)
(2) \ / (1’ 1)

)
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.. 112
UBUNG 13.1. (i) Sind die zum Tableau 2 T2 gehorenden horizontalen und ver-

tikalen Untergruppen isomorph? Sind sie abelsch?
(ii) Zeigen Sie, dass jede zu einem Tableau T der Form A = (Ay,..., Ax) + n gehorende
horizontale Untergruppe isomorph ist zu Sy, x == X S,

UBUNG 13.2. Zeigen Sie, dass fiir jedes o € S, und Tableaus T, T’ der Form A + n gilt
T ~ T’ genau dann, wenn 0. T ~ ¢.T".

UBuNG 13.3. Wir fixieren die Partition A = (3,1) von 4.
(i) Bestimmen Sie die Dimension des Vektorraums C[T*].
(ii) Zeigen Sie, dass es ein Isomorphismus von Darstellungen C[T*] = C[S,/H;] gibt,
fiir Hr die horizontale Gruppe eines Tableaus der Form A.
(iii) Beweisen Sie, dass C[T*] = Indi}’T(CmV) wobei Hr, wie in der letzten Teilaufgabe,
die horizontale Gruppe eines Tableaus T der Form A ist.

UBUNG 13.4. Bestimmen Sie die Polytabloids zu den Tableaus

112
1 516 51613 31415
bl b 5 34
214 214 1 6
516
UBUNG 13.5.

(i) Beweisen Sie, dass die lexikographische Ordnung auf der Menge der Partitionen
einer natiirlichen Zahl n € IN eine wohldefinierte Totalordnung ist.
(ii) Bestimmen Sie das maximale und minimale Element.
(iii) Ist A < p falls p* < A'?

UBUNG 13.6. Sei T ein Young-Tableau der Form A +— n. Beweisen Sie, dass b # 0.
UBUNG 13.7. Beweisen oder widerlegen Sie S* ® Cyyp = S* fiir alle Partitionen A + n.

UBUNG 13.8. Bestimmen Sie, welche irreduziblen Darstellungen von Ss auch irreduzibel
als Darstellungen von As sind.
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E. Grundbegriffe der Darstellungstheorie

Wir haben vier verschiedene Methoden kennengelernt Darstellungen zu beschrei-
ben. Die folgende Tabelle fasst diese knapp zusammen und nennt einige wesentliche

Konstruktionsméoglichkeiten.

Darstellung:
Gruppenhomomorphismus
p: G — Auty (V).

Darstellung:  Gruppenwir-
kung G x V. — V, die den
Rechenregeln aus Bemerkung
3.14 genugt.

Modul:
homomorphismus
&: k[G] — Endi(V).

Algebren-

Modul: Lineare Wirkung
k[G] @V — V.

Unterdarstellung: Untervek-
torraum U C V, sodass
p(g)u e U fur alle u € U und

Unterdarstellung: Untervek-
torraum U C V, sodass
gru € U firalle u € U und

Untermodul: Untervek-
torraum U C V, sodass
9(g)u € U fir alle u € U und

Untermodul: Untervektor-
raum U C V,sodass g>u € U
firalleu € Uund g € G.

geaG. g€eG. geG.
Quotientendarstellung: Quo- | Quotientendarstellung: Quo- | Quotientenmodul: Quo- | Quotientenmodul: Quo-
tientenvektorraum V /U, wo- | tientenvektorraum V /U, wo- | tientenvektorraum V /U, | tientenvektorraum V/U,

bei U Unterdarstellung. Es

gilt p(g)[v] = [p(g)v] fiir al-
legeGundveV.

bei U Unterdarstellung. Es
gilt ge[v] = [gev] fir alle
g€GundveV.

wobei U Untermodul. Es gilt
(@lv] = [9(gh] fiir alle
g€GundveV.

wobei U Untermodul. Es gilt
gelo]l=[gov]firallege G
undv € V.

Tensor Produkt: Tensorpro-
dukt V ®, W der zugrunde
liegenden Vektorrdume mit
P & w) = p(gh
p(gwfiralleg e GveV
und w e W.

Tensor Produkt: Tensorpro-
dukt V ®¢ W der zugrunde
liegenden Vektorraume mit
g>(®kw) = grvQrg> wiir
allege GveVundwe W.

Tensor Produkt: Tensorpro-
dukt V @, W der zugrunde
liegenden Vektorrdume mit
H B w) = Hgh Bk
dg)wliralleg e GveV
und w e W.

Tensor Produkt: Tensorpro-
dukt V ®, W der zugrunde
liegenden Vektorridume mit
g>(®kw) = grv@rge wiir
alege GveVundwe W.

Duale Darstellung: Darstel-
lung auf V* mit p(g)y = ¢ o
p(g™) fir alle g € G und

Duale Darstellung: Darstel-
lung auf V* mit geyy =
Y(g~'>—) firalle g € Gund

Dualer Modul: Modulstruk-
tur auf V* mit (g)y = ¢ o
8(g™) fir alle g € G und

Duale Darstellung: Modul-
struktur auf V* mit g ¢ =
Y(g™'»—) fiir alle g € Gund

Yeve. Yeve. Yeve. Yyeve.

Direkte Summe: Direk-| Direkte Summe: Direk-| Direkte Summe: Direk-| Direkte Summe: Direk-
te Summe zweier Vek-|te Summe zweier Vek-|te Summe zweier Vek-|te Summe zweier Vek-
torriume V & W mit|torrdume V @& W mit|torriume V @& W mit|torrdume V @& W mit

p(&)w, w) = (p(g)v, p(g)w)-

g, w)=(grv,g>w)

3(g)w, w) = (p(gv, p(g)w).

gD(U’W):(gbv,gf)w).

Direkter Summand: Unter-
darstellung U C V die ein
Komplement besitzt.

Direkter Summand: Unter-
darstellung U c V die ein
Komplement besitzt.

Direkter Summand: Unter-
modul U C V der ein Kom-
plement besitzt.

Direkter Summand: Unter-
modul U C V die ein Kom-
plement besitzt.

einfach: Es existiert keine ech-
te Unterdarstellung

einfach: Es existiert keine ech-
te Unterdarstellung

einfach: Es existiert kein ech-
ter Untermodul

einfach: Es existiert kein ech-
ter Untermodul

halbeinfach: Direkte Summe
einfacher Unterdarstellungen

halbeinfach: Direkte Summe
einfacher Unterdarstellungen

halbeinfach: Direkte Summe
einfacher Untermoduln

halbeinfach: Direkte Summe
einfacher Untermoduln
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